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具 容 简介 


有 
身 三 卷 ， 本 卷 是 着 3 主要 人 艇 述 域 论 及 佑 罗 瓦 〔Gateis》 理论 ， 是 一 本 对 于 
发 展 代数 数论 与 代数 几何 具有 重大 价 信 的 著作 ， 
安 这 一 养 中 3 作者 阐述 了 理解 近世 代数 数论 : 环 论 与 代数 几何 学 所 需 的 
让 由 基本 域 论 的 知识 ,着 重 讨论 了 有 限 扒 域 扩张 及 伽 罗 瓦 理论 、 域 的 一 般 结 
构 理 论 , 荆 伪 论 和 关于 阿 册 尔 (Abel) 扩张 的 结果 ,加 时 指出 了 域 的 现代 理 
论 与 引导 它 发 展 的 古典 问 题 之 闻 的 联系 .并 论述 了 域 论 对 分 析 学 其 有 十 要 
意义 的 痢 分 ， 

本 书 可 供 数 学 研究 工作 者 ,高 等 院 校 数 学 系 教 届 和 学 生 套 考 . 
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本 卷 是 著者 十 多 年 前 开始 编 与 的 一 套 代 数学 教科 书 的 政司 ~- 
卷 。 这 里 所 给 出 的 球 论 及 体 罗 瓦 ?《Galos) 划 论 是 在 本 节 第 工 着 
中 所 出 现 的 一 般 代 数学 秀 念 与 结果 以 及 涉及 线性 代数 的 第 2 卷 的 
较 初等 部 分 的 基础 上 阐述 的 ， 本 卷 内 容 的 深度 大 致 与 第 2 卷 的 相 
辣 . 

在 准备 本 书 时 我 们 曾 作 过 多 方面 的 芍 虑 ， 首 要 的 是 编 人 基础 
域 论 ,这 是 理解 现代 代数 数论 , 环 论 及 代数 几何 学 所 必需 的 ， 本 卷 
涉及 这 个 疝 题 的 部 分 是 第 一 ,四 ,五 党， 它们 分 别 讨论 有 限 维 域 扩 
张 及 做 办 配 理 论 , 域 的 -- 般 结构 理论 和 赋值 论 ;还 有 第 三 章 关 丁 阿 
贝尔 (A&be) 扩张 的 结果 ; 明 然 看 来 专门 了 一 些 , 但 却 是 与 数论 密切 
相关 的 ， 我 们 的 第 二 个 目标 是 归 指 出 域 的 更 代理 论 与 引导 安 发 展 
的 十 典 问 题 之 间 的 联系 ,这 一 想法 在 第 一 章 和 第 六 章 中 得 以 实现 ， 
前 者 给 出 方程 的 报 式 可 解 上 性 的 詹 罗 瓦 理论 ,后 者 给 出 阿 廷 (Artin) 
把 实 闭 堪 理论 用 于 正定 有 理 毅 数 上 上 的 项 尔 伯 特 《Hilbert) 问题 的 
解答 。 最 后 ,我 们 还 介绍 域 论 对 分 析 学 具有 重要 意义 的 那些 部 分 ， 
这 里 特别 值得 注意 的 是 我 们 人 在 第 六 章 所 论述 的 实 闭 域 里 的 多 项 式 
方程 与 不 每 式 的 卉 和 尔 斯 基 - 赛 登 你 〈Tarski-Scidenberg) 判定 法 . 

阿 前 两 卷 妆 一 样 ,习题 也 构成 本 卷 的 重要 部 分 ,其 中 有 人 少 部 分 
是 十 分 围 难 的 . 

寿 这 里 ,我 要 向 我 的 朋友 们 至 澳 : P. 柯 奶 (P. Cohn) 与 G. 
西利 莹 〈G- Seligmnan) 教授 细心 审阅 了 初稿 ， 本 着 肝 纳 了 他 们 时 
很 多 建议 ; 我 还 感谢 柯 恩 和 jj. 菠 特 (了 Reid) 教授 以 及 我 的 坡 
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为 * 佑 岁 瓦 * 一 译 闪 注 . 
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导 言 


本 书 假 定 读者 已 热 悉 卷 1 中 所 出 现 的 代数 学 约 一 般 概 念 各 域 
的 结果 以 及 着 2 的 较 初等 部 分 .特别 地 ,我 们 假定 读者 已 其 有 域 的 
特征 、 素 城 , 交 换 整 区 的 分 式 域 的 构造 法 以 及 域 的 单 代数 扩张 与 单 
超越 扩张 的 构造 法 等 知识 ， 这 些 概 念 在 卷 1 的 第 二 ,三 章 介绍 过 . 
我 们 还 需要 第 四 章 的 因 式 分 解 的 初等 理论 .在 卷 2 中 ， 我 们 需要 
咸 上 的 向 量 空 间 、 维 数 , 线 性 交换 ,线性 函 数 .线性 变换 的 合成、 驱 
线性 型 等 基本 概念 。 但 线 狂 变换 及 双 线 性 型 的 标准 形 等 较 高 深 结 
果 却 不 是 必要 的 ， 

在 这 个 导言 中 我 们 将 复习 前 看 已 经 讲 过 的 一 些 内 容 ， 这 有 观 
重 意义 : 首先 ， 强 调 以 前 的 一 些 结 果 对 今后 的 使 用 是 有 利 的 ; 其 
次 ,为 了 方便 查阅 ,所 以 将 今后 经 带 用 到 的 一 些 结果 列举 出 来 . 这 
里 要 讨论 的 主题 有 ， 岗 态 的 扩张 (参看 卷 1, 第 三 章 )、 代 数 ( 卷 2， 
第 七 章 ) 区 及 向 晤 空间 和 代数 的 张 量 积 民 卷 2， 第 七 章 )， 同 态 的 
扩张 这 一 概念 在 域 论 中 是 一 个 重要 的 工具 ; 代数 的 概念 是 在 研究 
一 个 域 以 一 个 选 定 的 子 域 为 其 基 咸 时 自然 产生 的 ; 本 来 张 县 积 的 
概念 在 域 论 中 不 怎么 重要 ,我 们 完全 可 以 如 开 它 , 然 而 ， 这 今 概念 
近年 来 在 整个 代数 学 及 代数 拓 杆 学 中 却 显得 非常 重要 ， 所 以 对 于 
学 生来 说 ,熟练 掌握 张 量 积 是 十 分 必要 的 .在 适当 场合 我 们 将 要 
生 由 地 运用 它 . 

1 同 术 的 扩张 ”我 们 约定 : ”本 书 中 所 考虑 的 环 都 有 单位 元 
1 和 拓 旬 从 而 子 环 一 词 将 仍 如 卷 1 那样 表示 包含 1 的 子 环 , 而 环 % 到 
环 甸 内 的 固态 我 们 将 理解 为 在 旧 王 义 下 的 将 % 的 1 映 到 8 的 
1) 在 卷 2 中 此 概念 原 称 为 殉 罗 内 各 《Kronecker) 积 * 但 近来 党 受用 张 昨 职 一 词 ， 


伪 以 我 们 在 本 着 中 将 采用 这 个 名 词 * 而 且 将 使 用 近代 标准 符号 仿 来 代替 着 2 中 
的 X， 一 一 区 者 注 ， 


* 1" 


S710379 


! 的 同 杰 ， 

现 设 9 为 城 P 了 的 子 环 而 四 为 P 的 由 。 至 成 的 子 域 . 我 们 入 
沙 ， 二 的 元 能 类 减 简单 分 式 o8"'"， 这 里 的 元 wy 3€ 0(8 下 拉 , 民 
此 吾 是 P 的 一 个 子 坏 ， 它 是, 昌 " 及 0 的 非 零 元 的 逆 元 生成 的 ， 我 
们 将 5 的 非 爱 元 集 用 呈 表示 ， 则 集 喇 包含 1 且 关 于 b 人 的 绞 法 
寺 闭 ， 有 时 将 此 情况 作 如 下 的 推广 是 有 益 的 ， 设 已 给 定 P 的 一 个 
于 环 53 及 呈 的 一 个 于 集 请 ， 它 包 合 1 且 关 于 绩 法 封闭 ， 我 们 把 
这 样 的 一 个 子 集 称 为 域 的 乘法 群 的 于 半 群 。 我 们 感 兴 趣 的 是 由 0 
及 MM 的 元 的 道 元 生成 的 子 环 9w， 例如、 我 人 可 取 P 了 为 有 理 数 域 
BR 而 对 一 [全 一 0 1 2 则 ay 是 分 母 为 2 的 方 宪 的 
右 理 数 子 坏 ，-- 般 情况 是 

ny = {od lat o, BEM); 

内 为 ,如 果 将 这 个 等 式 的 右 端 的 集合 表 为 "， 则 显然 "全 ow， 而 
5 包含 "一 {e 一 cl 对 于 PE 邓 ,9 也 包 售 每 个 站 一 18 
可 汶 吉 斤 验 证 " 是 P 的 一 个 子 环 , 故 得 0 一 om 

设 疡 是 第 二 个 域 且 有 "到 了 内 的 一 个 同 态 :; 它 对 于 每 个 
BE M 总 有 六 过 和 我 们 的 第 一 个 同 态 扩张 定理 就 是 关于 这 种 

情况 的 ,其 结果 是 : 

I 设 。 是 域 P 的 (含有 1) 一 个 子 环 ;,M 是 b 的 一 个 非 零 元 的 

了 各 。 它 包含 1 及 关于 生 车 针 ， on 是 0 及 MM 的 元 的 着 所 符 成 


和 


有 户 关 0, 则 : :能 噶 一 地 扩 隐 ov 入 p 办 抽身 S。 此 外 ， 
3 是 一 个 同 构 ， 当 且 仅 当 了 是 一 个 辕 构 . 

证 设 mp 一 Bi! op BEM, gb = oA 从 而 
ei 一 iBI， 这 个 关系 在 P' 中 给 出 可 (下 一 如 (8 因此 定 文 
在 整个 or 一 {ap"') 上 的 映射 

Sap i> ep eco BEM 

是 单 值 的 . 内 是 一 个 同 态 【 卷 寺 中 译本 p.86)。 今 取 
xn 出 os 一 (ai 9 一 o 一 g'， 因此 5 在 5 上 是 与 ;相向 
的 。 下 是 or 的 一 个 同 态 , 它 是 由 "的 已 知 同 态 扩张 而 成 的 , 现 


四 


设 5 是 在 一 这 样 的 扩 带 ， 则 对 于 8E M, 关系 B87 一 ] 将 给 出 
pF 二 1， 因此 (87 一 (897 者 ao 则 有 (eg 六 一 
ep 因此 3 = 一 8 故 5 是 时 一 的 . 
然 , 若 5 是 一 个 同 移 ; 则 它 在 3 上 的 限制 也 是 一 个 同 均 ， 英 设 s 
是 一 个 同 移 , 且 这 oa 属于 间 态 5 的 核 ; 
0 一 《ep 一 oP), 

则 r= 0, a 二 0 及 of 二 0 这 表示 了 的 核 是 全 因此 是 一 
个 同 构 。 

其 次 苦 韦 任 一 交换 环 蜡 及 和 多项式 环 A[x]，z 是 关于 泌 的 超 
越 元 ( 卷 1, 中 译本 p.87)， 所 [x]】 的 元 形 如 

人 十 er a , 

其 中 gj EH, 而且 侣 当 所 有 的 包干 志 十 x 十 :十 4yx" 二 0 
于 是 我 们 有 如 下 的 同 态 定理 : 

fi 令 包 是 一 个 交换 环 ， [x] 是 对 上 上 的 超 起 元 * 的 多 项 式 
环 , 且 * 是 % 到 交换 环 号 内 的 同 态 ， 若 “是 男 的 任 一 元 ， 册 必 在 


在 唯一 的 [x] 到 个 内 的 同 态 使 
aoa’ a€ 到， x = 

对 于 这 个 证 明 读者 可 参 乔 卷 1(| 译本 p.89)。 此 结果 可 直接 
扩 广 到 多 项 式 环 [#1]， 这 里 的 x+， 是 代数 无 美元， 
而 x; 的 代数 无 关 性 指 的 有 是， 着 《4 m1, '， mr) 是 非 负 整数 
的 > 数组 , 则 关系 之 a 仅 当 短 


个 er 一 1 时 成 立 今后 我 们 把 属于 光 换 永和 而 关于 子 环节 为 
代数 无 关 的 元 xi 称 为 (关于 人 的 ) 未 定 元 ,我 们 有 

I 说 sy] 是 《关于 入 的 ) 未 定 元 二 的 交换 多 
项 式 环 ， 5 是 站 到 多 为 一 个 国 态 :和 本 ,wp 旦 虽 的 全 
次 元 ， 则 存 重 ;唯一 的 ol xs ] 3 | 到 内 的 同 态 使 Daas=a’,d€ A; 


和 


籁 


必 | 


De Hs f= ,2 
现在 我 们 假定 有 一 个 交 所 革 色 ,对 是 它 的 一 个 子 环 ，* 是 3[ 伸 
男 -- 交 换 环 当 内 的 癌 雯 . 设 fs 239" "ys 由 是 名 的 元 而 bi Fas" 


3+ 


%] 是 由 六 及 4 生成 的 的 子 环 ， 我 们 间 ， 在 什么 条 件 下 能 使 : 
扩张 成 一 个 [4] 一 Ta 到 入 内 的 同 态 5 使 六 二 i， 
1 所 i 二 +， 其 中 是 名 的 预先 指定 的 元 ? 这 个 基本 问题 的 回 答 
是 : 


IV 令 6 及 5 都 是 交换 环 , 针 是 的 一 个 子 环 ，s 是 和 到 


下 内 区 一 个 同 态 ， 3 sir 是 5 的 元 ， Hl Way” "gy Hr 3 的 


则 存在 一 个 i,…,w] 到 名 内 的 同 态 S 能 a* 一 a (a 


加 服 攻 一 wli 一 1，2，，…，7)， 当 且 仅 当 对 于 每 个 多 项 式 
fx , Xr) € ALxi] ™ 是 未 定 元 ) 都 有 : 兰 蕊 4 st) 一 0， 
则 FF(m，-… WW) 一 0， 这 里 jx yx) 是 将 + 作用 在 
f(s, 0) 和 若 3 丰年， 网 它 是 只 一 的 

证 , 使 Tn,……,t) 一 0 的 多 项 式 fx, …, 4) 的 集 轩 是 
[#7] 到 秆 1] 内 的 同 态 放 % 2) 一 有 bz 的 核 ， 
因此 我 们 有 中 1] 到 差 环 Ex]/ 呈 上 的 辐 构 fT 和 4s ) 一 
十 名。 然后 著 虑 ULx] 到 向 为 的 同 楚 A(x， ……， 
x) 一 (二) 《参考 )。 个 定 对 于 每 个 了 < 界 都 有 
Fm 一 0， 则 每 个 f€ 罗 都 被 司 态 下 mi 和) 
抽风 和 人 到 0, 因 此 贸 含 于 此 辣 态 的 核 中 ,从 而 (参看 卷 1 
中 译本 p.67) 我 们 有 [xy]/ 锡 到 加 内 的 同志 x -Xr) 十 氏 一 
As Wr)。 把 它 与 同 构 7 结合 就 得 到 [#1] 到 名 内 的 辣 访 
(1) Si 
这 就 是 所 要 求 的 * 的 扩张 。 车 了 是 :的 由 和 [1] 到 笃 内 的 同 态 
的 任 一 扩张 , 它 使 a 一 及 2 壤 一 和 内 
(or 因此 3 一 3 故 3 是 唯一 的 。 显然 还 有 : 落 3 
基 外 [5,… ,tr] 的 一 个 满足 条 件 的 同 态 ,那么 由 fi)…… 1 二 0 
必 守 0 二 天 5) 一 了 ty", Wr)。 显然 可 见 定理 中 的 条 全 
是 存在 扩张 $ 所 必须 的 . 

我 们 在 定型 的 证 明 中 曾经 挡 出 ,使 fn,-…， #4) 一 0 的 多 项 
式 轧 nm mx) 的 集 风 是 同 术 的 核 ， 因 此 它 是 多 项 式 环 外 [a， 

“， 和] 中 的 一 个 理想 ， 令 站 一 好 为 显 的 -一 个 生成 元 集 : 


昌 号 自 


XC 中， 则 每 个 元 f€ 刚 可 表 成 Bai(ts gi(n1 这 
里 osm Er nx] 而 gi(a xy)eX。 显 
然 可 风 : 如 果 8f(a 区 ) 一 0 对 每 个 ge 基 成 立 ; 则 (ws 
z) 一 0 也 对 每 个 f€ 内 成 立 , 因 而 我 们 可 以 从 I 得 到 一 个 较 IY 
更 恒 于 应 用 的 下 述 结果 : 

JIV 今 加 及 为 交换 环 ， 下 为 芭 的 一 个 子 环 ， 是 %L 到 


名 内 的 一 个 同 态 ,区 是 an， xs 中 适合 荣 件 fl1, 413- ， 


扩 一 0 的 多 项 式 f 构 城 的 带 想 员 的 生成 天 集 ,其 中 x 为 未 定 


To 则 当 且 仅 当 对 于 每 个 ge xX 都 有 dl * 一 0 时， 在 
在 一 个 Was 和 4] 到 多 内 的 同 态 5 使 os 一 a 人 (a 《 90， 
一 (1 i 7) 着 $ 存 在 , 则 它 是 唯一 的 . 

现 涛 虑 1V’ 的 一 个 重要 特殊 情况 ,，% 一 四 是 一 个 域 且 r 一 1. 
我 们 知道 这 时 的 @[x] 是 一 个 主 理想 整 区 ( 卷 1 的 中 译本 p.93)， 
所 以 此 理想 多 = (f(x))， 这 里 (f(x)) 表示 多 项 式 f(x) 《名 的 
多 项 式 倍 式 构成 的 理想 .显然 久光 1 一 6[x]， 因 着 不 然 ， 将 有 
0 一 中 [xz]/ 几 学 人 B[1] 了 全 网, 而 这 是 与 1 x 0 矛盾 的 。 因 为 如 果 
是 @ 的 非 零 元 时 有 (e) 一 (1)， 显 然 旬 只 能 有 两 种 可 能 , 即 外 一 
(0) 或 者 内 = (jx))， 这 里 的 f(x) 是 @[z] 中 的 一 个 非 零 的 正 次 
数 多 项 式 ， 在 第 一 种 情况 , 我们 有 @[x] 812], 而 : 是 超越 元 
这 时 应 用 IT (或 1Y) 就 能 将 * 扩张 成 将 上 喘 人 到 任 一 we 的 一 
个 同 态 S， 现 设 f(x) 关 0， 在 这 一 情况 下 , 我 们 称 元 4e GE 为 @ 
上 的 代数 元 ,这 是 因为 我 们 有 非 零 多 项 式 He) 使 f(z) 一 0， 由 定 
义 , 理 想见 是 使 gC?) 一 0 的 多 项 式 gCx) 的 集 . 多 项 式 f(x) 是 
多 中 次 数 最 低 的 一 个 多 项 式 ， 而 含 于 由 = (f(x)) 之 中 的 每 个 其 
它 多 项 式 的 形式 为 g(s)f(x)， 用 fw) 的 首 项 系数 的 逆 元 乘 Ke) ， 
就 能 将 fCx) 正规 化 为 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 .” 令 f(x) 为 这 个 
多 项 式 , 则 f 显然 可 用 下 列 性 质 来 刻 间 ， 它 是 由 [x] 的 、 首 项 系 
数 为 1 节 , 满 f(r) = 0 的 最 低 次 数 多 项 式 ， 我们 将 称 f(x) 为 
(9 上 的 ) 代数 元 ze @ 的 最 小 多 项 式 。 对 于 IV 的 这 种 特殊 情 
况 , 有 如 下 结论 ; 


V 设 名 全 E 区 交换 还 ， 2 为 5 的 子 咸 ， i€ 区 是 史上 的 
代数 元 ，* 是 种 到 加 内 的 一 个 同 构 : 


pn 


则 s 可 世 张 成 PL] 到 名 为 的 一 个 同 态 使 攻 一 4 当 且 仪 妆 
对 于 @ 了 的 的 最 ， 小 多 项 式 ftx) 有 fw) = 0. 荐 此 扩张 存储， 
风 它 是 叭 的， 

附注 ”保证 S 存在 的 附加 在 #* 上 的 条 件 也 可 改 用 下 列 方式 表 
述 : # 是 由 的 象 久 上 上 的 代数 元 , 它 存 名 上 的 最 小 多项式 是 f(x) 
的 一 个 因 式 ,关于 5 的 (1) 式 现 变 为 
(2) 5S; gl > g(#), 
由 此 易 得 ，5 在 一 个 同 构 当量 仅 当 f(x) 是 # 的 最 小 多 项 式 . 

2. 代数 ” 虹 在 来 回顾 域 @B 上 的 代数 妇 的 定义 《 卷 2 的 中 译本 
b,32 及 Pp.201): 所 起 人 上 的 向 其 空间 ,而 且 对 于 对 中 的 任意 元 *， 
定义 了 一 个 " 瑟 积 ”xy# %， 使 得 
(3) (xi tx) its 十) 一 2 十 为 

Exy) = tor)y = rlay) {eoE $Y). 

我 们 关心 的 仅 是 有 单位 元 1 且 可 结合 的 代数 ， 内 此 本 着 中 的 “ 代 
数 " 仅 限于 这 种 . 

我 们 经 常 通 到 以 下 述 方 式 出 现 的 代数 : 给 定 一 个 环 外 及 下 
的 中 心 的 一 个 子 域 人 @, 我 们 就 部 以 把 由 看 成 是 和 上 的 向 量 空间， 
这 只 杰 把 grla€ 钙 , rE A) 按照 < 与 在 芷 中 的 环 的 篆 积 规 适 
就 行 了 。 显然 这 能 使 纪 成 为 加 上 的 向 量 空 间 。 由 于 属于 球 拉 
的 中 心 ;《3 引 是 显然 成 立 的 。 因此 我 们 有 和 代数 /多 (有 上 的 0，, 


1 我 们 冯 iy 8 < 六 时 关于 理想 器 的 半球 ,但 它们 名 很 容易 让 前 后 记过 


这 于 定义 代数 的 方法 将 被 应 肌 稳 域 P 关 于 它 的 于 域 负 的 研究 ， 这 
时 就 得 到 代数 P! 允 ， 

另 一 基本 的 代数 起 域 全 下 的 同 量 空间 中 的 线性 变 痪 代数 
Re)， 这 里 对 于 A,， BE 0M) 及 ak 名 4 十 日 4 及 
Gd 的 定 妈 是 x 十 5】 二 x4 十 x*B, x(AB) = (xr/A}B, 
r+(a4) 一 alrxA) 一 (er)d， Se 关节 名 的 维 数 [Ro(3M) :人 P] 
有 限 当 且 仅 当 [ 昕 :有 有 有限。 大 [II : 更 ] 一 天， 网 [eofS): 
四 1 一 mr? 《 洪 2 的 吊 详 本 p.36). 

显然 一 个 代数 对 于 启明 空间 的 加 法 a 十 5 及 第 法 a5 来 说 
是 一 个 环 。 8 上 的 代数 所 玖 一 个 子 代数 3 是 外 的 一 个 子 空间 而 
且 也 是 它 的 一 合子 环 。 /人 @ 的 一 个 理想 是 一 个 了 空间 ， 且 在 将 
[看 作 环 时 ， 它 是 并 的 一 个 理想 .代数 /本 到 代数 38/ 硬 内 的 
一 个 同 访 s 是 % 到 男 肉 的 一 个 映射 , 它 是 更 线性 的 而 且 是 环 同 态 
的 ， 同 构 与 自 同 构 可 类 似 地 定义 . 若 狗 是 Mj 的 一 个 理 和 粮 ， 则 
商 空间 WW/ 几 关 于 它 的 向 量 空间 的 合成 及 矢 法 (a 十 网上 十 网 一 
ob 十 完 来 说 是 多 上 的 代数 ,我 们 有 让 A 到 2 网 上 的 关于 全 
的 代数 同 态 a 一 a 十 名 若是 /8 到 Bj 内 的 辣 坊 ， 则 集 
是 名 的 一 个 子 代数 晶 :的 核 风 是 % 的 一 个 理想 ， 我 们 有 和 /名 
针对 上 的 局 构 za 十 兄 一 人 交 于 环 同 态 的 基本 结果 可 以 推广 到 
代数 ,我们 将 雪 接 应 用 它们 而 不 另 作 声 明 。 

我 们 现在 将 一 些 今后 常用 的 有 限 维 代数 的 基本 娠 果 写 在 下 
面 。 第 一 个 涉及 /加 时 MAE 的 维 数 关系 , 这 里 是 名 的 子 域 . 
若 互 是 种 的 一 个 子 域 , 则 我 们 可 以 将 乘法 axrfee @，xe ga) 中 的 
0 少 制 在 互 里 面 , 这 就 将 时 变 成 上 的 代数 站， 还 因为 E 是 名 的 
一 个 子 域 ,我 们 可 以 定义 代数 中 1E， 于 是 有 

VI 设 % 为 上 的 代数 , 殖 为 更 的 一 个 子 域 , 若 [$1 <o0 
及 [8:E] 一 co， 册 
(4) {UE] = [A: BI[D: ET 

证 设 (6) (1 有 各 7 各 #8 加 和 2B 的 一 个 茹 {7 站 (| 过 了 去 
m) 为 名 JE 的 一 个 其 :我们 若 能 证 明 (Yjaj) 是 M1E 的 … 个 基 ， 


”7 


则 就 证 明了 (4)。 先 令 a€ gt 刚 z 一 Doi(a,€ 区 又 因 本 一 


srikese FE) 所以。 一 开 sryrw 是 系数 sy 在 E 中 的 无 
Wi 的 一 个 线性 组 合 ， 现 设 28 二 一 站 (Bs 时 大 FE), 亦 即 Za; :Hi 二 
0 (% 一 如 emieo). 因为 ww 是 9 无 闫 的 , 族 包 一 0(1 <i< 


7)， 再 由 公式 m 一 Zea7i 及 Yi 的 五 无 关 狂 得 到 对 于 一 切 i， 
i, sy = 0 这 就 证 明了 元 素 Yiw 是 无 关 的 ,从 而 它们 是 9l/ 互 
的 一 个 基 。 

VI 车 % 是 域 B 上 的 一 个 有 限 维 代数 ， 则 扫 是 一 个 可 除 环 


证 “我们 知道 除 环 必 为 整 区 ( 卷 1 的 中 译本 p.53)， 现 设 下 
是 一 个 整 区 而 x 是 所 的 尾 一 非 零 元 ， 考虑 被 a 决定 的 右 乘 映射 
ag: % -xy 这 是 3 名 中 的 一 个 线 福 变 换 。 而 瑟 因 为 在 针 中 由 
B54 一 0 可 推出 上 一 90，ag 的 零 空间 为 0, 因而 ar 是 注射 ( 即 所 
到 所 上 的 上 映射 )、 因 此 存在 一 个 元 使 aa 一 aar 一 1， 见 «有 
一 左 逆 元 ; 利用 左 续 映射 作 类 羽 的 推导 可 得 x 有 一 右 逆 元 ， 因 此 
所 的 每 个 非 零 元 都 是 一 个 单位 ,从 市 所 是 一 个 可 除 环 . 

其 次 我 们 考 辜 有 单个 生成 元 : 的 代数 时 = 克 [/] {参考 81). 
我 们 有 人 BLx] (这 里 x 是 未 定 元 ) 到 六 上 的 同 态 g(x) 一 gL). 若 哎 
是 它 的 核 , 则 乍 空 8B[*]/ 名 ， 我 们 在 $1 中 还 证 明 过 网 二 (f(x))， 
这 里 fx) 一 0 或 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 非 零 多 项 式 ， 在 第 一 种 
情况 , * 是 起 越 元 而 所 给 的 同 态 是 一 个 同 构 ; 在 第 二 种 情况 , * 是 
代数 元 而 f(x) 基 它 的 最 小 多 项 式 . 因此 我 们 有 : 

VI 令 w 一 [4] 是 0 上 的 由 单个 代数 荐 + 生成 的 代 茹 ， 
其 最 小 多 项 式 为 fx) 则 
(5) [at $] 一 degf (x), 

这 里 ,degfx) 表示 1x) 的 次 数 。 
证 令 4 二 degftx)， 我 们 可 断言 (i, 02 是 名 


* 


的 一 个 基 ， 若 令 = 为 % = 有 [条 的 任 一 元 ,那么 它 就 有 多 项 式 形式 
gC)， 这 据 g{x) 是 惠 ir] 中 的 多 项 式 ， 由 多 Ex] 中 的 除法 可 得 
8) 一 Jx#)49(2) 十 +(x), 这 里 的 degr x) 之 degf(x) ,因此 车 利用 
PIx]/@ 到 有 [可 上 的 将 x 变 为 ， 的 同 态 ,我 们 就 可 得 到 a 一 
一 090) 十 f(D)，。 由 于 degr(x) < 之 Hn 这 卜 示 4 一 rl) 是 
1， t,t 的 一 个 驯 线 性 组 合 ， 其 次 我 们 还 应 注意 1 ,1,*……， 
1"! 关于 而 是 线性 无 关 的 (否则 我 们 将 有 一 个 次 狼 二 # 的 多 项 式 
SO 天 0 使 so 一 0， 这 与 f(x) 是 最 小 多 项 式 的 假设 矛盾 ) . 故 
(1, 71, 下 *) 是 一 个 基 , 因 而 (5) 成 立 . 

我 们 知道 ， 多 [2] 宕 名 Ex]/(fCx)) (flx》 是 一 个 正 次 数 多 项 
式 ) 是 一 个 域 当 量 仅 当 1x》 是 不 可 约 的 ( 卷 1 的 中 译本 p.96), 理 
草 @iz] 不 是 一 个 整 区 、 利 用 最 小 多 项 式 f(x) 对 8B[i] 的 结构 
作 一 个 完备 的 分 析 是 很 有 用 的 ， 在 下 面 习题 中 我 们 将 指出 这 些 结 
果 。 


习 赠 1 


1 代数 站 是 理想 的 一 个 直 和 ;如 果 好 是 子 空间 的 向 是 空间 的 直 和 . 
对 一 BL:J， + 是 最 小 多项式 为 Kx) 的 代数 元 ， 假设 Kx) 一 户 (z)hCz)hop(a， 这 
里 的 【15z) 及 (7 一 上任 志 访 、 今 令 (x) 一 JJHCe， 证 明 存 在 多 项 式 oz 
使 得 


pa atlx)atx) = 1. 
上 
令 后 一 ol) a, 证 闻 


dt er i, ed ery ery = 0, 1i. 
并 证 明 名 一 Me 全 31s; 国 … 甸 31e,， 而 且 存 哲理 板 je, 一 {eisla€ al} 作 关 有 单位 元 
5 的 一 个 代数 车 虑 时 有 形式 [iey1， 并 与 多 [x1/1(7i(x》) 同 构 . 

2 设 对 = $F4], ?是 最 小 多 项 式 为 玫 x) 的 代数 元 ， 设 人 7) 二 pe) tip,(xyh.. 
Pz) hr，pitx)》 是 不 可 的 多 项 式 ，pr(x) 生 pyCx)，i 季 i, 证 月) 着 = pp ， 
六 (的 ， 则 对 的 理想 弧 一 9 在 下 述 意义 下 是 愤 有 办 的; 存在 一 个 整数 鲜 ，R 中 长 意 
个 元 的 职 均 为 0 证明 : 名 一 对/ 员 二 B[ 刀 ,了 = 上 + 如， 7 是 最 小 多 项 式 为 
gr) 一 PC) preprCx) 的 代数 元 ， 证 用: 村 二 先 国 导 ,B… 币 珊 ,, 这 里 的 亿 是 一 
个 理想 ,在 君 作 代数 时 同 构 于 域 [x]/(piCx)Y. 

3 代数 LJ 在 以 下 意义 下 称 为 代数 的 ,如 果 针 的 每 个 元 都 臣民 数 元 ， 证明: 首 


和 有 


半 吓 一 个 整 区 , 则 外 是 一 个 可 除 环 ， 

3. 向 量 空间 的 张 量 积 设 吕 , 9i, 是 同一 域 贡 上 的 向 量 空 
间 , 则 咒 , 四 到 有 内 的 一 个 双 线 性 映 对 指 的 是 由 积 集 嘱 x 习 刘 
第 内 的 喘 射 ， 它 满足 以 下 条 件 : 车 + xXy 表示 对 {x,y) (wt 
涝 ,yt 导 ) 的 象 , 则 

(十 区 XX y= Xp 二 Tx XYy, 
{6) CE 

ofr xX y=ar xX y= rr Xo (tatty). “~ 
显然 任何 代数 有 中 的 乘积 +y 部 是 所 ,所 到 所 的 双 线 性 映射 ， 我 
们 将 称 一 个 向 量 空间 第 及 统 , 到 种 内 的 一 个 双 线 性 喘 射 加 为 
9 和 名 的 一 个 张 量 积 , 记 为 再 一 牟 Xx 罚 ， 如 果 《 名 , 有 $) 对 于 双 
线性 映射 是 "普遍 的 ”(wniversaf)， 即 满足 下 而 条 件 ; 

若 牢 是 任 一 向 量 空间 , 而 Xx' 是 身 , 扫 到 第 内 的 一 个 双 线 
性 映射 ， 则 存在 下 到 笋 内 的 唯一 的 线性 腾 射 x 使 (x 四 Dx 一 
xX'y, 

这 个 概念 是 环 了 上 的 右 模 宏 及 针 上 的 左 杰 负 的 张 量 积 的 
一 般 概 念 的 特例 ， 对 于 向 量 空 间 的 这 条 特殊 情况 ， 我 们 在 卷 2 的 
第 七 章 中 已 经 给 出 了 ,虽然 处 理 方式 稍 有 差别 ,但 假设 卦 完全 是 等 
价 的 。 特别 地 ， 向量 空间 张 量 积存 在 性 的 证 朋 以 及 我 们 所 和 需要 的 
一 切 基本 性 质 几 乎 部 已 在 卷 2 中 给 出 了 ， 在 这 里 我 们 将 对 其 中 某 
些 基 本 结果 给 予 另外 的 推导 ， 使 它 更 能 保持 模 的 现代 标准 处 理 方 

我 们 首先 给 古 张 量 积 的 一 个 作法 。 为 此 我 们 可 从 一 击 量 空间 
等 开始 , 它 以 对 《2 人 {xE 中 76) 的 积 集 骂 x 蔷 作为 基 ， 
因此 六 的 元 可 表 为 ; 

Si 人) T+ Batra V3) + -7 + Em {rmy ym) 
这 里 的 51€ 中 ，x;E yi 钢 ， 而且 各 个 对 (xi, 六 ) 都 是 互 蜡 
的 ， 给 定 两 个 元 后 我 们 可 以 用 补 0 系数 的 方法 引入 一 些 项 、 而 将 


两 元 写成 >， (xy y1) 及 SCw。 罗 )。 则 两 者 相等 当 且 仅 当 
1 1 


s 工人 * 


= 人 一 1 2 3 训 法 定 尽 为 
>) Ei:( xi, },) 十 > nixrs yi) 一 2) CE 十 Nt, ys 
1 1 1 


用 有 中 心 相 科 的 乘法 定 多 为 
Co Ett yi 一 adi) (r,s pi). 
立即 可 风 针 是 名 上 的 一 个 向 量 空间 。 由 于 对 x 通常 是 无 限 
的 ,因此 人 针 通常 是 一 个 无 限 维 空间 . 现 设 避 是 针 中 由 下 询 形 式 的 
全 体 向 量 生成 的 子 空间 : 
Cx, 十 X29 Y) 一 Cr $) — (Cx, y) 
(7) Cz, 图 十 Cr, 1) 一 (rs Ps) 
(Cex, 7) — (x, oy) 
elx, 7) — Cex, $), 
XE NH，yE NR，ek DB， 设 吊 是 商 空 间 / 负 , 集 x@@y 二 (x, 了) 十 民 
是 (x, 太 在 针 吕 中 的 陪 案 , 则 有 
【有 十 4) 因 》 一 抽风) 一 ny 
= (x 十 xay y) — {xs ?) 一 (% 7 十 匠 二 外 ， 
+ + 2) C—O CO +, 
= (rn tt ) Or,) + RoR, 
or) xy 一 afry 攻 一 (ax 好 十 号 一 两， 
or By 一 + 多 oly = (or, HD) 一 (rs T=, 
因此 x 外》 是 双 线 性 的 ， 出 于 商量 (x, y) 生成 S， 床 了 以 障 染 
+ 他 @y 生成 及 一 /1%, 
现 设 xX’' 是 沈 , 抽 到 向 量 空间 和 内 的 一 个 双 线 钵 映射 ， 因 
为 疝 里 【*，7) 构成 针 的 一 个 基 , 玫 存 在 一 个 全 到 第 内 的 线性 映 
肝 z 使 (x, 人 中 一 xx 令 吕 为 z 的 被 ， 则 (ri 十 5 ) 一 
(ri Cr yr = XYy— iXYy 一 rX 二 0; 故 
(和 十 和 站 一 (站 一 (57E 风 同 理 (xy 力士 坟 ) 一 
{xs 为 ) 一 《rz。 20)E 负 (ax 一 Ex) E 员 以 及 (ar 划一 
{ray}& 几 ， 由 此 推出 由 于 克 ， 从 而 有 种 关节 让 到 事 内 的 线 
性 映射 使 (x 人 @y)x 二 《ts 站 十 大 一 XX 人 由 于 襟 沁 包 二 


是 下 


全/R 由 元 x 多 y 生成 ， 屎 然 = 被 线性 性质 所 唯一 决定 ， 而 (* 名 
Jr 一 xX' 这 就 证 明了 ( 币 , 多) 是 观 与 所 的 一 个 张 量 积 , 从 
而 可 写成 第 二 驱 凶 { 若 须 指明 基 域 史 则 可 写成 驶 名 g 克 )。 由 定 
义 立 即 可 见 : 若 (种 ,多 ) 及 【种 他;) 是 酚 个 张 量 积 : 划 必 有 物色 
第 : 内 的 一 个 线性 映射 使 +@@y 一 zy 而且 有 一 个 由 秩 到 特 内 
的 线性 映射 使 * 多 1 一 x 的 y。 因为 * 区 i;y 生成 自 ， 这 渭 个 线 
性 觅 射 的 两 种 咕 序 的 积 均 为 单位 映射 。 由 此 推 得 这 两 个 映射 都 是 
满 射 的 ( 瑞 上 的 ) 线 性 同 构 ， 在 此 意义 下 张 量 积 是 唯一 确定 的 ， 这 
样 我 们 才能 说 杜 与 名 的 张 量 积 ， 

设 {eo} 及 {fs} 分 别 是 中 和 和 腾 的 生成 元 集 , 则 任何 xe 骂 


有 形式 * 一 So。 这 里 {6,) 是 {fs} 的 一 个 有 限 子 集 ; 同 理 


任何 ye R 有 形式 y 一 而且 【月 忆 {fy}， 由 信 的 双 线 


性 ， 我们 有 r 因 一 工 596 因 j， 因 为 苑 x+ 四》 生成 跌 四 外 。 所 
以 积 os 区 各 生成 珠 因 和 现 设 {eo} 及 {各} 是 无 美的 而 县 
都 基 生 成 元 集 ， 即 它们 移 成 各 自 空间 的 一 个 基 ， 我 们 可 断言 积 集 
1ca@ 坟 } 是 时 外 由 的 一 个 基 : 由 于 它们 是 生成 元 , 所 以 我 们 仅 
须 证 明 它 们 是 线性 无 关 的 就 行 了 ; 为 此 可 作 一 向 量 空间 第 , 使 它 
的 基 go 与 及 8 的 指数 乐 的 积 集 ka, 8) 成 1-1I 对 应 .车 一 
Zig 7 二 2， 则 定义 +X'y 一 这 Ej&j。， 容 扬 验 证 积 X' 是 
双 线 性 的 ， 所 以 我 们 有 叉 名 和 到 知 内 的 使 x 久 y 一 +Xx'y 的 线 
性 映射 x<， 特 别 地 ，eojp 一 2oXx 叫 二 gs。 出 于 gs 线性 无 关 ， 
co 名 fj 也 线性 无关 。 这 就 证 明了 下 还 结 

IX 设 {eo} 及 {fs} 分 别 是 甸 的 于 及 负 的 生成 元 集 ， 
则 集 {fp} 生成 野 凶 六 更 有 ， 若 {eo) 及 {js} 都 是 基 ， 则 
{cfs} 也 是 基 . 

第 二 个 性 质 在 m 和 沉 的 双 线 性 映射 间 真实 地 刻 划 了 张 量 积 . 
讲 得 更 明显 些 ; 设 X 是 从 珠 和 并 到 空间 季 的 一 个 双 线 性 映 
射 , 且 设 存在 名 上 的 叉 的 一 个 基 (eo) 及 五 上 的 委 的 一 个 基 {15)， 


=» 有 


使 得 (esoXx') 是 吊 的 一 个 基 , 则 (天 ，X') 是 一 个 张 最 积 :因为 
我 们 有 哎 久 多 到 季 内 的 线性 映射 将 co@js 腔 和 人 到 ex 下， 由 
于 cox 和 生成 第 , 改 此 映射 是 满 射 的 。 叉 因为 eo。X'fa 是 线性 
无 关 的 , 玖 岗 射 是 1 一 1 的 ， 因 此 我 们 得 到 一 个 哆 @X 到 上 的 
线性 问 榨 将 * 外 ) 映 到 x*Xx'y， 这 就 推 得 ($， XxX”) 是 一 个 张 最 
积 , 

在 有 限 维 空间 的 场合 我 们 有 下 述 简单 判定 鞭 : 

XX 今 X' 是 有 限 维 空间 味 太 名 到 宗 内 的 一 个 双 线 性 映射 ， 


和 


信 泛 是 由 各 末 积 xX y 生成 的 ， 则 纺 妆 [P :9] [MP] x 


量 积 
证 令 (ej)，(1) 分 别 是 蚜 和 台 的 基 , 则 每 个 x*X'y 都 是 
元 素 et X fi 的 一 个 线性 组 合 ,从 而 名 的 两 个 元 都 是 这 些 元 的 一 
个 线 姓 组 合 ,由 此 得 [ 池 :@] 二 [9t:0][9:@]。， 此 外 ，( 和 ,Xx 
是 张 量 积 当 且 仅 当 集 (ei x 用 是 一 个 基 ， 而 这 就 是 维 数 关系 中 
等 式 成 立 的 充 要 条 件 . 
我 们 知道 。 若 4 是 现 到 钢 , 内 的 线 姓 爱 身 而 B 是 多 到 所 内 
的 线 福 肌 射 ， 则 存在 一 个 唯一 确定 的 让 多 @ 旬 到 吕 .@@% 内 的 
线性 阮 庙 4 四 3 使 (+ @ 人 (4@B) 一 x4 多 yB (着 2 的 中 译本 
p.189)， 还 有 ,车 了 是 域 9 的 一 个 扩 域 (从 而 了 是 8 上 的 一 个 向 量 
空间 ), mk 是 上 的 任 一 向 量 空间 , 则 P@o 可 利用 乘积 p( 写 p; 
四 由 一 Yop@r(p p; EP 了 , ae 哎 ) 看 成 p 上 的 一 个 向 量 空间 (着 
2 的 中 译本 p.197)， 我 们 担 这 个 向 是 空 介 记 为 哎 。 并 称 它 为 从 
on 将 基 域 扩张 到 了 所 得 到 的 空间 。 着 4 是 6 上 咒 的 一 个 线性 变 
换 ， 则 1] 图 4 ( 它 定义 为 (Zp;@x0)(1@4) = PB.4) 是 P 
上 mp 的 一 个 线性 变 闲 ; 它 可 看 成 4 在 员 ; 上 的 扩张 ,我们 仍 用 同 
一 字母 4 表示 这 个 扩张 . 着 (eo) 是 @ 上 现 的 一 个 大, 则 (1@e) 
是 P 上 mp 的 一 个 基 ， 因 此 多 上 的 哎 和 P 上 前 pts 有 相同 的 维 
数 ， 若 咀 是 有 限 维 的 ， 式 基 为 《cD)(1 之 1 所 四 ， 而 4 是 线性 变 
换 , 它 关于 这 个 基 的 短 隆 为 67)) 则 cd 一 Souey 且 (1@c)4 
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一 2 四。 因此 扩张 妈 关 于 基 【《1@e) 有 同一 知 阵 ， 

我 们 述 知道 , 张 量 积 在 以 下 意义 下 是 交换 的 ; 存在 亚信 各 到 
@Dt 上 的 一 个 1-1 的 线性 变换 全 得 :x 名 7 一 /名 *。 此外， 在 
以 下 意义 下 结合 性 成 立 ， 存 诗 一 个 (90@5 到 观 @ (085) 
上 的 线性 同 构 将 (名 办 加 z 里 到 + 侣 (人 @#) 网 去 ， 这些 结果 下 
在 卷 2 的 中 译本 pp. 187 一 188 中 已 建立 ， 我 们 将 在 下 列 几 个 习 
题 中 指出 邹 外 的 证 法 。 


习 下 2 


1. 证 明 : 车 {fj} 是 各 的 一 个 朱 成 元 全, 刘 9 的 每 个 元 有 形式 立 riEj 

这 里 {fi) 是 {f3} 的 一 个 有 限于 集 bxy ED 证明 : 痊 tg) 线性 无 关 s 则 之 xi 多 1 
二 0 当 且 仅 当 每 个 xi 二 小 

2. 证 明 ; 着 绒 , 荐 纲 的 一 个 于 空间 , 则 由 所 有 向 量 xf 和 6 90D 生成 
的 子 空间 WC 久 和 是 红 ; 与 下 的 关于 定义 在 渡 @9t 中 的 四 的 张 虽 积 ， 

3 入 儿 是 咕 的 一 个 节 空 间 , 足 是 团 的 一 个 子 室 间 ;证明 《和 T 同 ) 人 铭 (91) 全》 -3 
(3911( 鲍 民 入 一 BD) 在 一 个 使 (x 车 BGy + 2 二 x@@y 十 【只 的 站 二 
5 名 8) 的 绩 性 魏 射 王国 构 ， 

4. 没 加 Sw， 观 ， 及 囊 是 上 的 向 晤 空间 ， 利用 下 列 性 质 规定 一 个 "线性 
映射 C3 了 RE Per € WM,): 

sit KIRK 
i 
EFI MN RF, 
证 明 : 存在 一 个 绅 肌 一 个 Db3… ;到 第 内 的 + 线性 映射 ,使 得 : 着 Cr rm 
内 的 一 个 "线性 闫 壬 、 则 必 存 在 唯一 的 一 个 
争 到 秆 由 的 线 媳 也 扩 使 C4 的 加 x 二 和 XX "XX'x， 这 个 叫 连 同 它 的 积 表 
示 张 最 积 DU 人 B 和 8… Dt 

5. 分 济 利 用 使 多 y 名 < 六 -的 (y 加 ?2) 只 (x 加 放 名 s 为 钱 性 映射 证 明 : 溃 li 名 站 久 

叫 同 构 于 DBON@ 和 DD 及 01) 儿 事 、 并 推广 到 + 个 因子 的 情形 上 去， 
- 6. 证 明 : 在 线性 映射 x 名 J 六 y 名 x 下 ， 了 W931 回 构 于 BRM。 提示 :给 定 
BR 后 ,定义 xX'y 二 y@xr，x Ey 名 证明 这 样 就 答 出 了 一 个 了 ,多 到 
R990t 内 的 到 线性 映 射 , 盏 应 肩 人 @ 先 的 定义 性 质 ; 然后 曙 合 中 与 碟 的 位 什 )- 
4. 代数 的 张 量 积 ”我 们 知道 ,着 名 和 如 是 了 上 的 两 个 代数 ， 
则 名 量 空间 工 一 闻 多 % 关于 它 的 问 量 空 间 的 合成 及 下 列 乘法 构 
成 -个 代数 : 


i 


(9) (> oor | (5 bh so ) = DebiRenby, 


其 中 ， Gy Er Mis ays bai € A 〈 卷 2 的 中 译本 pb.2017)。 由 所 天 
,的 结合 性 推 得 和 L334 也 是 可 结合 的 . 营 1 是 六 ;的 单位 元 , 则 
1 他 1, 也 是 和 二 区 的 单位 元 1. 而且 若 % 是 交换 的 , 则 所 也 
是 交换 的 。 找 数 张 量 积 的 基本 性 质 是 以 下 的 同 态 定理 : 

Xi 设 (i 一 1,2) 是 上 的 两 个 代数 ,5; 是 中 到 代数 和 
加 的 罚 态 本 态 ， 它们 使 EeeE WN, a E Ni), 则 存在 一 个 
Wi 一定 Ga 到 人 9 内 的 同 太 全 
(9) {Pad a) = Zale. 

证 代数 积 MX'g 三 Ge 如 e WB 可 以 定 疼 一 个 和， 到 各 
内 的 双 线 性 隔 射 , 这 由 2 的 线性 幅 质 及 串 的 绩 法 合成 的 性 质 是 很 
容易 看 出 来 的 .由 这 定义 推 得 :有 一 个 纺 信 号 到 等 内 的 线性 映射 
z 使 (四 aa) 一 ae 下 二 有 形式 (9) ,我 们 有 (lean) (6 信 87) 一 
{ab Bab)’ = (ad (tab) 一 01 区 ~ ae 有人 一 《区 
2 所 区 交 0 )。 这 就 是 痪 了 是 一 个 代数 疝 态 . 

假设 下 列 欠 件 在 于 中 成 立 : 

( 落 (eo) 是 由 工 兄 的 一 个 基 ,， 而 (fs) 是 王 工 的 一 个 
基 . 吕 集 {e2f8} 必 钱 性 元 关 ， 

人 时 我 们 使 用 以 下 等 价 条 件 更 为 方位 : 

(17) 车 (是 和 上 中 的 一 个 基 , 则 击 关 了 系 

anffs Taff 十 -十 5 有一 0 Ca€ WM, fe {js}) 
可 推 戎 每 个 s; 一 0 (参看 $53 习题 的 第 1 题 )， 

我 们 已 经 看 到 , 知 ( 让 或 人 0’ 成 六， 则 由 (9) 给 出 的 映射 f 可 
生 作 自重 空间 的 % = 中 四 和 到 和 内 的 … 个 同 格 ， 因为 这 是 一 
个 代数 回 坊 ,显然 它 也 是 一 个 伺 数 辐 构 。 我 们 朗 附 带 指 出 : 0) 不 
成 立 , 除 非 与 5 都 是 间 构 ， 

我 们 所 得 到 的 结果 实际 上 给 出 了 和 入 嘴 的 一 个 内 部 特征 ， 
为 此 请 注意 4 一 a 二 4 的 1 及 dg 玉 于 三 上 区 它们 分 别 是 
让 到 纪 @ 和 大 的 问 术 , 这 两 个 映射 的 线性 性 质 由 a3a 的 
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六 线性 性 质 立 以 得 到 ， 而 对 于 乘法 的 同 态 则 由 (9) 立 即 可 得 到 。 Ea 
于 可 交换 性 这 个 笨 件 :afia# = age 也 是 很 明显 的 ,因为 afia# 一 
(a 1) (1.607) 一 4 的 gm 一 (的 0) (的 13) 一 apqtt， 最 后 , 若 
(ee) 及 《15) 分 别 是 续 及 号 的 基 ， 则 信 {es 护 } 二 eof0 必 线 
性 无 闫 ， 于 是 《ei 是 只 一 te 多 11 的 一 个 基 而 (不 ) 基 弛 的 
一 个 基 ， 述 因为 a 及 5 都 是 同 构 , 我 们 可 将 对 与 乞 , 听 与 等 
同 起 来 ,以 上 结果 导出 张 量 积 的 以 下 内 部 特征 : 

XI 读 是 个 民歌， 名 ，% 是 淇 是 下 于 个 条 件 交 子 代 
数 : 

{1) ara 一 danr, Wi € Mi, 


GD 着 (co) 录 怠 的 一 个 基 ，( 提 是 名 的 一 个 基 ， 则 {eo 


Gi A 由 吕 及 叹 生 成 . 

则 Baar 一 Pasa 是 ON 到 % 上 的 一 个 局 构 。 

由 这 个 结果 及 双 @s 本 身 所 看 到 的 情况 ,我 们 可 以 得 到 : 如 
果 上 述 条 件 (i) 一 ( 沿 ) 被 满足 ， 我 们 就 可 以 称 % 让 它 的 子 代数 
中 及 % 的 张 量 积 。 如 我 们 已 经 看 到 的 ,条 件 (i) 还 可 换 万 以 下 等 
价 条 件 ; 

GD” 着 (f) 是 虹 的 一 个 基 。 则 由 

8 万 十 4 力士 -二 co 反 一 0 人 eic fe (fe)) 
可 推出 每 个 4 一 0。 

当然 , st 与 % 的 位 置 可 以 对 调 ,我 们 还 可 进一步 将 (ii), (i) 

合并 为 以 下 的 单独 条 件 : 车 (es) 是 号 的 一 个 基 而 (ja) 是 如 的 


一 个 基 ， 则 《esfp) 是 % 的 一 全 基 。 特别 地 ,对 于 有 限 维 代数 ,这 等 
价 于 维 数 条 件 : [cg 二 an: $1 = {2:9B][Y: PP] (参考 X), 


习 十 3 


1. 设 对 是 域 盏 上 的 代数 ,azl 是 针 上 一 个 未 定 元 x 的 多 项 式 代数 ,证 明 ; 9ffz] 
荐 了 代数 中 (由 由 >] 中 的 向 数 换 成 ) 与 * 的 系数 在 名 中 的 多 项 式 子 代 数 得 [*] 的 
张 重 积 、 利 下 这 个 结果 证 明 : 至 [xs y] (xy 3 都 是 未 定 元 ] 是 它 的 子 代数 多 Lxj 与 
亚 5?1 的 米 到 了 积 。 
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2. 没 T(r, y》 是 未 定 元 x y 的 有 理 分 式 域 ( 即 了 [x ?] 的 分 趟 域 }, 针 且 分 号 
形 和 如 f(x)g(y) 的 分 式 组 成 的 了 党， 这 里 的 区 x)& [zx]，gCy)& 旬 [y]， 证 明 ; 人 是 
Cr, 好 的 一 个 子 代 数 , 它 包 舍 于 代数 血 Kzy。 由 (787 主 两 者 分 别 是 宣 [x] 与 更 [7 
的 分 式 茂 ， 证 明 外 是 这 些 子 代数 的 张 量 税 而 划 下 是 -一 个 域 ， 


第 一 章 
有 限 维 扩张 域 


若 征 是 域 p 的 子 域 , 刚 我 们 知道 可 蕊 P 看 作 钙 上 的 代数 ,本 音 
将 主 村 考虑 P 是 子 域 四 上 的 有 限 维 扩 张 的 和 情况， 我 们 将 特别 关心 
癸 穷 瓦 理论 的 那些 一 般 结果 , 它 在 整个 代数 学 ,特别 惹 在 代数 数论 
中 是 援 为 重要 的 。 我 们 将 考虑 正规 性 ,可 分 性 ,扩张 城 的 纯 不 可 分 
性 , 咎 罗 瓦 上 同调 ;正则 表示 ， 迹 与 范 熟 等 概念 。 有 限 域 的 基本 顷 
果 将 被 推出 ,两 个 扩张 焉 的 合成 的 楼 念 亦 将 被 萎 起 ， 

企 本 书 的 大 部 分 问题 的 考虑 中 ,实际 上 是 在 全 书 中 ,我 们 经 常 
给 宇 一 个 域外 , 而 后 考 趾 扩张 下 P|/ 对 ， 得 到 此 种 扩张 域 的 方法 我 
们 早 在 卷 1 中 中 译本 的 p.96 一 97) 就 指出 过 了 ,但 在 本 章 开始 时 
我 们 将 采用 不 同 的 观点 ,我 们 给 出 的 是 顶 域 P (topfidd P) 而 要 往 
下 看 它 的 各 种 子 域 ;我 们 不 要 求 这 些 子 域 包含 任何 特殊 的 子 域 ( 素 
城 当 然 除 外 】}。 这 里 的 人 处 理 方 兴 是 抽象 的 ,这 是 说 它 星 需 扩 张 域 结 
构 的 任何 知识 。 有 虽然 如 些 ， 我 们 述 是 可 生 通盘 考察 给 定 瑾 了 中 的 
所 有 有 有限 余 绕 娄 的 子 城 以 虽 查 了 中 是 贡 罗 瓦 域 的 子 域 。 这 些 著 察 
出 两 个 一 般 的 "和合 罗 瓦 对 应 ”给 出 ， 经 过 这 些 磊 为 抽象 的 汰 虑 后 我 
们 将 追 漳 到 旬 ， 然 后 再 用 又 数 夺 PP 中 的 多 项 式 方程 的 语言 将 一 般 
结果 应 用 到 扩张 赖 Pj/ 上 去 ， 

1. 与 域 的 映射 相关 联 的 一 些 向 量 空 间 设 己 及 了 是 两 个 域 ， 
8(E,P) 表示 的 加 类 (十) 到 加 税 (P, 十 ) 内 的 同 术 的 集 . 
集 (EE,P 了 ) 关于 由 (A 十 8) 二 8 十 8Ble tf E) 定居 的 合 冯 
有 4 十 吾 来 说 构成 一 个 群 。 可 以 验证 4 十 了 ERS(E,P) 旦 群 条 件 
成 并 : SC(E,P) 的 0 是 使 e0 = 0 对 于 中 一 切 z 成交 的 鼎 射 0 
(等 式 右 端的 0 是 了 的 塞 元 ), 而 一 4 则 由 2( 一 和 一 一 g4 给 出 
(参考 状 1 的 52.13 及 卷 2 的 $2.2), 设 和 是 第 三 个 威 而 4€204E， 


中 


PP， BE COP, A), WM 由 (4B) 一 (8. 人 B 定 尽 的 颖 四 4B 是 
BE, A) 的 一 个 元 ,这 个 合成 适合 两 个 分 配 律 ， 它 们 的 悦 合 带 式 
是 : 若 4, A RCE,P), B,, BERP,A)， 则 ， 

(d+ ANBI T+ Bi dB ABi+ AsB, +t AsBs, 

最 后 , 科 东 结合 律 成 立 : 设 了 是 另 一 域 上 A4E8CE, PP), Bt 8tP， 
A)，CeERaA,T)， 则 (4B)C 一 A(BC)ESIE,T)， 所 有 这 些 
结论 都 可 以 和 卷 2 的 $2.2 中 考察 线性 映射 的 合成 时 一 样 加 以 验 
证 ,我 们 把 这 些 验 证 留 给 读者 . 

由 以 上 的 结 好 可 推出 (FR, 五 ) 关于 加 法 和 乘 东 运算 作成 一 个 
环 , 这 恰 是 着 1 的 $2.13 所 沙 虑 的 一 般 情 况 下 的 加 群 (3E ,十 ) 的 自 
同 态 环 .车 pt 了 , 则 P 了 内 的 上 映射 pr:5 Eof 一 站 ) 局 于 8(P,P)， 
从 对 于 2(E,P) 中 的 4 及 8S(P, P) 中 的 8B 有 4BER(E,P), 可 
见 4ps ES8(E,P)，。 这 种 考察 使 我 们 可 以 将 8(E, P) 转变 成 域 
P 上 的 有 向 昌 空 间 , 为 此 可 对 4 8(tE,P) 及 PE 了 规定 4。 

dr， 从 出 用 
(A+B)pe= (4+ Bor ~— A Bo — Ast Bo, 
Ale To = Alp++ or = Alpr tt op) 
= port Arr = Ap + Ao, 
Alpo) 一 A(pr)e 一 Alpror) 一 《4pkjop 一 (Ap)o, 
Al = /Als = 4, 
这 就 证 明了 SCE,P》 臣 P 于 的 一 个 右 向 量 空间 . 

其 次 车 令 sa 表示 三 中 的 耿 射 4 一 ns, 则 ga (FE, FF), 
因 紫 , 若 AERS(E,P),， 则 eg4e ECE, PE) 我 们 这 时 若 定 义 
sd 一 SRd， 则 又 可 将 SCE ,P) 看 作 已 上 的 左 向 晤 空间 ， 这 蛙 必 
须 声 明 的 是 : 如 果 我 们 这 样 做 就 会 在 节 写 e4 时 产生 混乱 ,因为 
Ed 了 既 可 表示 5 在 4 下 的 象 , 又 可 表示 自 同 态 sg4. 内 此 我 们 将 
嫩 免 把 & PP) 作为 王 上 的 堪 向 量 空间 考虑 ,在 需要 时 则 用 乘积 
skd 代 茶 ， 

上 述 全 部 结果 出 可 应 用 到 给 定 域 盏 上 的 三 去 ， 考虑 域 Fj/ 
及 P/ 且 ， 与 监 相 联系 自然 可 以 沙 虑 8(E.P) 的 子 集 Sol 5, 了 )， 
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它 由 蚀 上 的 向 量 空间 刁 到 入 上 的 向 莉 室 间 ?内 的 所 有 线性 变换 所 
构成 ,车 a € 古 而 ,P&P 了 , 则 (ci)pr 一 (ao#)p 一 al#Pr)， 由 紫 
得 和 到 pr E Bo{P, P)， 若 A E280(E, PY), 吊 Ap 二 Apr Eo( EE, P); 
所 以 So(E,P) 是 P 上 的 右 向 中空 间 8(E,P) 的 一 个 子 空间 , 若 
对 是 P 上 的 任 一 右 向 量 空 间 , 我 们 把 它 在 P 上 的 维 数 记 作 [ 哎 :PJx， 
则 可 得 下 列 关 于 [fo(, 了 );P]r 的 重要 结果 : 

定理 1 设 EF/ ，P/ 有 是 更 上 的 两 个 域 ， 而 SetE。P) 是 
EP 到 P 了 /人 B 内 的 线性 映射 所 构成 的 P 上 的 右 向 量 空 间 ， 则 
[E:;@] 有 限 当 且 仅 当 [So(E,P):P]s 有 限 ， 并 且 当 二 者 都 有 上限 
(1) [E:B1 = [Cot E, P):Ple., 

证 设 于 9P nr 是 下 的 更 上 的 线性 无 关 元 ， 则 可 把 这 
个 集 相 入 当 上 的 EE 的 一 个 基 {ms} 里 面 去 { 卷 2 的 中 译本 p-215)， 
现 对 于 每 个 1 选取 一 个 对 应 元 re E P， 则 必 存 在 一 个 唯一 的 元 
4€ Sel EE,P), 使 对 于 每 个 5 有 md 一 re。 由 此 推 得 : 对 于 每 个 
1 一 129 存在 一 个 线性 映射 五 《未 必 唯 一 岂 使 Ej; 一 1， 
jE 二 0 (车 j 所 门 . 今 若 mEP， 


下 (5 Bo) 一 D>) WE)p: = pi. 
a i=] 


a 


因此 由 之 ,Bior 一 0 可 推 得 每 个 p, 一 0 这 表明 : 落 [E:@] 是 


无 限 的 , 则 对 于 每 个 ”存在 Ro,P) 的 #* 个 右 P 无 关 元 , 故 对 于 
每 个 ”有 [Se(E,? 了 ):PJx 之 s， 因 此 维 数 是 无 限 的 。 其 次 假设 
[E:P] 一 < 00, 而 将 各 7 组 成 一 个 基 ， 令 4EfoltE,P) 而 


县 使 市 4 一 户 ， 则 市 (> Eip:) 一 pi 一 Wj4， 因 此 4 和 2Eipi 
对 十 /名 的 基 (年 …，%)》 有 相同 的 作用 ; 故 

A Bo 
而 且 由 于 下; 是 了 上 的 有 天 关 元 , 故 组 吉 P 上 的 gotE,P) 的 一 个 


* 


里 ;因此 [ootE, P):PJr wm # «we [BE:$], 证 毕 。 

我 们 现在 丢掉 由 ,再 次 把 卫 及 了 虱 作 任 痢 域 ,而 人 (上 ,了 P)》 是 
(E, 十 ) 到 (P, 十 ) 内 的 同 态 群 。 仍 象 前 面 一 样 把 它 看 成 P 上 
的 一 个 右 向 量 空间 ， 设 半 是 这 一 空间 的 一 个 子 空间 ，5 是 吾 的 一 
个 固定 元 ， 则 8 可 由 法 则 jf:(4) 一 s4€P 了 确定 一 个 到 了 内 的 
贞 射 玫 , 我 们 有 fC(4+ 8)= etd 中 B= gd 二 eB=f(A)+ 
f:(B), 且 若 PEP， 则 大 (dp) 一 sd4p) = (5d)p 一 f(Ad)p. 因 
此 天 是 P 下 的 在 向量 空间 并 到 P 了 上 的 一 维 空间 P 了 内 的 一 个 P 了 线 
性 映射 , 即 feE 中 ， 这 里 嘻 是 下 的 共 斩 空 间 , 当 然 如 是 P 上 的 
一 个 天 向 量 空间 .。 上 述 过 程 中 产生 一 个 线性 函数 集 {1,|s € E}， 
这 个 集 在 以 下 意义 下 是 “完全 的 ” 车 对 于 所 有 的 上 都 有 f,(4) 一 
0, 则 4 = 0。 这 是 显然 的 ,因为 要 求 : “对 于 所 有 上 都 有 #4 一 中 
怡 是 4 二 0 的 定义 。 对 此 可 证 以 下 有 用 的 结论 

引 理 ， 设 所 是 P 上 RE P) 的 一 个 子 空间 使 得 [ 半 :P]x 一 
# 之 9、， 则 存在 元 &, 6,…*, 84€ 瑟 及 P 上 外 的 一 个 右 基 Ei， 
BE, 使 6/E; 一 6;; ( 苛 1 半 1, 则 B06 = 1). 

证 已 知 [名 Pj msceo， 则 可 推 得 共 斩 空 间 双 是” 维 
的 ， 令 B+ 是 中 的 用 线性 函数 je(e € EE) 生成 的 子 空间 ， 因为 
由 蕊 们 一 0 对 一 著 1E 3* 成 立 可 排出 4 二 0, 所 以 有 于 一 对 
《 卷 2,$ 2.10)。 故 可 找 得 # 个 线性 图 数 ff， ,天 ,， 它 们 形 
成 只 的 一 个 基 。 由 于 和 可 沽 成 W 的 共 斩 空 间 ,我们 可 找 得 P 上 
寻 的 一 个 基 ,EB … ,FE 使 fj.(B7) 二 65;;， 上 庄 天 的 意义 即 二 
得 到 要 求证 的 gj;E; = 5. 

2 横 柯 勃 过 -布尔 巴 基 (Jacobson-Bourbaki) 对 应 ” 设 了 
是 一 个 域 ， 8(P，P) 是 加 人 群 (P, 十 ) 的 自 同 态 坏 ， 和 前 面 一 样 。 
我 们 抬 8{P, P) 看 作 P 上 的 右 向 量 空间 。 车 由 是 一 个 子 域 ， 则 
P/ 的 线性 变换 环 ReftP.P) 是 EtP, P)} 的 一 个 子 环 ,同时 也 是 
P 上 的 8P, P) 的 一 个 子 空间 ， 而 且 ， 在 定理 1 中 我 们 还 看 到 : 
落下 在 P 中 是 有 限 余 维 数 的 , 即 TP:B] =# 之 00, 则 [SptP,P): 


P]a 一 #。&o(P,D) 的 这 些 性 质 根本 与 子 圳 有 无 关 , 我 们 现在 来 证 
sa。 2 。 


氏 安 们 是 梨 Rs(P,P) 的 特征 ,这 基 下 列 定理 的 直接 结果 ， 
”定理 2 《机 柯 亏 导 -布尔 巴 基 ). 设 P 是 一 个 域 而 所 是 (P， 十 ) 
的 肯 交 态 集 ,满足 

《型 是 《P， 十) 的 自 同 玉环 (P,P) 的 一 个 子 环 (在 导 吉 
P.4 中 我 们 己 约 定 , 官 包含 恒 等 映 射 )， 

Qi) 外 是 8(P, P) 作为 P 上 石 向 盟 空 问 的 一 个 子 空间 

Qi) [A:Ple =n < 0, 
令 中 为 P 的 元 6 的 子 集 , 它 外 对 于 所 有 的 4 外 都 有 a4 一 4a， 
则 下 是 P 的 一 个 子 域 。[P;:8] 一 #， 济 且 让 一 SetP。P) 是 Pi8 

证 《 输 圭 希 尔 德 Hochschild) 由 是 子 城 的 验证 是 容易 的 ,我 
们 略 去 了 。 应 用 $1 的 引 还 可 得 到 PP 中 的 元 pis 六， ,po 及 了 
上 六 的 一 个 右 基 {BE,, EB,"**， E,) 使 PiEi = bi, 六 为 eere 一 
GapR 对 于 PP 中 的 任何 元 p,o 部 成 也 ， 上 夏 晴 足 了 中 清 足 enF 一 
Ziopg 人 一 1223) 的 元 < 的 桌 ， 由 p,Ri 一 35; 还 可 推 央 : 和 将 


将 所 中 的 元 4 表 成 4 二 3 Bop 则 pn4= 怀 (ozB)u = a， 
1 日 
内 此 性 何 4 用 基 表 示 时 均 可 写成 ; 
由 一 >») Elpid) 或 地 一 > E; (piA)r. 


我 们 将 利用 这 个 公式 来 证 骨 每 个 ,将 P 颇 人 面 肉 。 为 此 令 5 为 
P 的 任意 元 ， 若 虑 陕 射 Bor Ex(1, 丰 一 1,2,…,#), 由 于 笋 是 
自 辐 态 环 的 一 合子 环 ， 所 以 它 属 于 引 。 将 所 得 公式 应 用 于 4 = 
Fior Bx 得 


ErrE, = >) Ei(piBior Er )r 


= E(tlorEr)e 
一 EGEn)R, 
这 意味 着 : 对 于 P 了 中 的 任意 元 ? 我 们 总 有 : 
PE ort = pE(oE)r, 


" 22 于 


即 

{({(pE)o) EL = (pE) (CoEL), 
因此 

(olpEN)E, = (oF )} (eB). | 
此 将 9 大 作 变 项 ， 此 式 给 出 算 子 昼 等 式 (pEj)jrEx 一 ECPE,)r， 
由 它 可 推出 pB; 人， 并 EE 这 对 于 一 茹 P* 《 了 者 成立， 现在 我 们 
能 够 证 明 最 初 给 出 的 p; 作成 BY 年 的 一 个 基 : 设 0 EP, 在 P 中 考 


察 元 了 一 "一 这 (oE,)p:， 因为 gEi€ 中 而 且 对 于 和 中 的 w， 


了 


rE 一 Erg, 我 们 在 


一 gE, 一 3 (piEi) (oR)r = oB, — oB; ~ 0, 
由 于 1€ ， 对 于 适当 选取 的 如 EP 有 1 二 了 Enhti。 因此 由 
rEx 一 0 可 推出 ol 一 0， 故 go 二 0。 外 此 可 多 o = 2(0Ei)e; 
是 pj 的 一 个 下 线性 组 合 。 节 za 一 0,， a 多， 则 

oi = (Zp)E, = 0, 

所 以 (py my om) 是 盏 上 的 P 的 一 个 时 而 [PF:@] = 4。 由 于 
ox 一 4epg 对 每 个 0 《下 以 4 E51 成立, 全 每 个 4 & 了 都 是 
多 上 了 的 一 个 线性 变换 ， 因 此 所 (P,P).- 租 由 定理 1 可知 
[SylP, P}:Pla =—=n, 又 [YPlr = #2, 大 A Co(P,P). 

定理 2 使 我 们 能 够 为 一 个 域 了 建立 第 一 个 最 一 般 的 “ 供 崔 瓦 
对 应 ”, 这 关系 到 两 个 对 象 的 类 ,一 个 是 P 中 有 限 余 维 数 子 域 吕 的 
类 多 -, 另 一 个 是 (P, 十 ) 的 上 共有 本 定理 性 质 人， 人 (iD 的 
自问 态 集 的 类 . 腕 ， 对 每 个 多 E 多 我 们 令 RB) 二 (P,P) 三 
之 对 这, 这 是 &(P, P)] 的 一 个 子 环 ,也 是 了 工 S(P,P) 的 一 个 子 
室 间 ,而 且 适 合 [eolP，,P):P] < 00, 因 比 R(D) 二 (P,P)e 
滨 。 另 一 方面 ; 若 AE€ ， 册 可 令 子 过 

F 人 ta) = = lalatP, ged = A , ey} 


+ 


与 之 对 应 ,这 是 P 中 有 限 余 维 数 的 于 域 ,因此 它 展 于 名。 由 定理 
2, 我 们 有 RCFOD) = 车 PE 有 A RW) = bolP, P), 
则 二 定理 1 有 [并 ;PJs 一 [P ; 轨 ]; 而 出 定理 2 有 [ 半 : Pls = 
[P;F(WD]。 车 ce B， 我 们 确 有 wk4 一 dex 对 于 46 成 
立 。 因 此 由 Ff 的 定义 ,和 过 F( 和 )， 因 为 
EP:®] 一 [P: FOAUYIL FA): DB] 
(导言 有 鬼 VI 及 [P:B] 一 [P;F(9)]、 我 们 有 {LF(20:8] 一 1; 
于 是 8 一 F(WD) 一 F(R(8B))， 上 述 的 两 个 关系 
RfPF(30) = A，AE 过 
F(R(D) = 8, BeF 

推出 卫 及 F 了 分别 是 久 到 统 上 的 及 琉 到 多 上 的 , 互 道 的 ,1-1 
冉 射 。 这 里 村 注意 的 是 :RR 及 玖 定 义 表明 这 两 个 峡 射 对 于 包含 
关系 是 反 序 的 : ”车子 域 @ 四则 RE) DRIB) 而 对 于 
ME 有 党， 人 如果 包 和 各， 则 下 (0 之 了 (人 9)， 

我 们 将 于 $4 在 域 P 的 有 限 自 同 构 烙 与 P 中 某 些 有 限 余 维 数 
子 域 之 间 建 这 一 个 愧 罗 饥 对 应 ,后 面 (第 四 章 的 18) 我 们 还 将 在 P 
中 的 某 些 导 子 李 慌 数 与 的 某 些 子 域 之 间 建 立 类 僻 的 对 应 。 这 两 
种 对 应 均 可 出 刚才 给 出 的 一 般 “ 葛 条 过 进 - 布 尔 巴 基 对 应 ” 导 册 ,对 
此 要 附带 说 明 的 是 ， ”对 于 某 些 环 % <e 弦 。 我 们 还 需要 特殊 生 成 
元 的 某 些 信息 ,例如 对 于 自 同 构 理 论 来 说 ,这 些 生成 元 是 P 的 自 同 
构 。 我 们 所 需要 的 这 方面 的 结果 将 在 下 一 节 中 导出 . 


习 是 4 


1. 汕 半 是 (P, 十 )》 的 精 足 定理 2 条 件 (i) 及 (i) 的 自 同 态 集 , 证 明 红 是 自 岗 楚 
的 一 个 不 可 约 奈 (着 2 的 中 译本 p,233)， 利 用 这 种 环 的 秽 密 性 害 理 ( 卷 2 的 中 说 末 
p247) 证 朋 : 若 Dy pas…s Pm 越 呈 无 关 元 ( 王 如 定理 2 有 所 东 》， 而 is Oy Om 是 
PP 中 的 性 总 元 ; 则 存在 一 个 4 时 使 p14 一 0 CG 一 ty29…, 9)， 应 用 此 缚 条 嚼 证 
定理 2. 

2, 设 P 了 是 三 玖 性 一 扩张 域 ， 证 明 ; 车 EP 了 对 于 一 切 4€ felP，P 了 )》 满足 条 件 
AR 一 op WE. 

3. 设 《pry pa 9 On) 是 Pj 凶 的 一 个 天， 《diy dy dr)》 是 P 上 罗 obs PY 
的 一 个 大 基 , 证 明 ; #%# 短 阵 C4) 在 Ps 中 有 一 个 道 丰 素 . 


“4. 


一 


ue 


3. 环 的 喇 构 的 戴 得 爹 (Dedekind) 无 关 定 理 设 * 是 域 E 
色 域 了 内 的 一 个 同 构 ; 则 * 是 E 的 吉 群 (E, 十 ) 到 (P, 十 ) .内 的 一 
个 同 构 且 满足 科 法 条 件 (en)” 一 em 我 们 可 将 它 写 成 算 子 形 
式 : 

(2) Rs 一 s(n dg, 
这 里 nx 是 三 中 用 3? 乘 的 乘法 ,而 (w)n 是 P 中 用 闻 乘 的 箭 法 , 若 
EE 及 P 二 者 都 是 上 的 域 , 则 EE/ 到 /内 的 一 个 同 构 是 第 一 
个 代数 到 第 二 个 代数 内 的 一 个 代数 辣 构 。 因 此 ,除了 条 件 
(gi+ a) =e +t, (er) = EW, 1 "= 1, 
“是 1 一 1 的 元 外 ,我 们 还 有 (es) = ws! 对 于 o EE 生成 立 . 这 些 
条 忻 的 第 一 个 与 最 后 一 个 怡 是 ;EE 8o(E, PY 的 条 件 。 因此 如 果 
< 是 王 / 多 到 Pf@ 内 的 同 构 ， 则 a 一 {a1)' 一 ef 一 oa 对 每 个 
0 全 成 立 ， 反 之。 由 这 个 条 件 推出 (as) 一 cs'，s E ， 打 以 
Ej@ 到 P/$ 内 的 同 构 褒 是 到 P 内 的 辣 构 ，、 它 对 于 今 来 说 则 是 
名 工 的 恒 等 肌 射 

现在 我 们 将 推导 联系 E 到 P 《不 带 有 下 的 !) 内 的 同 构 的 线性 
关系 的 两 个 基本 结果 ; 

定理 3( 戴 得 金 ). 设 B 及 P 了 是 域 ,而 nm, may ys 是 下 到 了 
内 的 不 同 的 辣 构 ， 则 如 果 s 是 E 上 右 线 性 无 关 的 ; Brm *= 0， 
Pi < 了， 那么 每 个 p; 一 0, 这 里 sp 寺 spn, 

证 如 果 结 论 不 成 立 , 那 么 我 们 有 一 个 最 短 关系 ,适当 改变 编 
号 后 可 写成 
(3) xp 十 2 内 十 二 pr 一 人， 

这 里 每 个 mw 二 0。 假设 ， >> 1， 由 于 “过 5， 存 在 1《 瑟 使 
让 天， 现 以 qx 左 琵 (3)。 由 (2) 可 得 amnp 十 jp; 十 … 十 
"pr 玫 0。 然后 用 石 来 (3) 可 得 sp 十 sp! 十 :十 
ipl == D0。 将 这 两 个 新 关系 相 减 得 

Spa 一 ) 0 
因为 和 一 后 到 9， 这 是 一 个 较 {3) 轩 短 的 非 平凡 关系 。 因 
此 只 能 有 + 一 1 到 ap: 一 0， 由 于 pW 存在 ,站 :一 0， 这 与 


| 


5 是 一 个 同 构 的 假设 矛盾 , 

将 定理 1 与 戴 得 金 定理 结合 起 来 可 得 如 下 结论 

推论 设 吾 及 中 是 下 上 的 域 且 [KE:8@] 一 » < 之 0, 则 最 多 存 
在 = 个 Ej 到 P/2 内 的 不 同 的 辣 构 ， 

证 令 ,5 是 /名 到 PI 内 的 不 同 的 同 构 ， 则 
它们 是 RotB ,P) 的 右 P 无 关 元 ; 由 于 [So(E,P);Pje 一 #n， 我 
们 只 能 有 * 所 和 

环节 将 其 虑 一 个 由 域 的 有 限 多 个 自 辣 构 生 或 的 右 P 向 量 空 
全 ， 更 一 般 地 , 设 ,5 ', 是 互 到 P 上 内 的 不 同 的 辐 构 ， 而 革 


是 如 下 形式 的 自 同 态 的 集 : 
(4) Hp EDP, 


.显然 包 是 右 P 向 量 空间 ? (上 ,了 ) 的 一 个 子 空 间 ， 而 且 , 若 6& 8B， 
则 注 (2) 有 ensi 一 wte*)x， 因 此 
ER (> SP ) 一 2) SB ) pp; 一 Ds ep), 

这 表示 所 在 用 任意 ests EF) 左 冬 下 是 封闭 的 ,我 们 需要 以 下 的 
结论 

定理 4 设 E 及 PP 是 两 个 域 , 1y Sa Sn 是 到 PP 内 的 辣 
构 , 外 蚌 自 同 态 25pi(p; EP 了 ) 组 成 的 以 已 , P) 的 右 了 于 空间 ,名 
是 所 的 一 个 P 于 空间 , 它 在 用 元 srls 《) 左 莱 下 不 变 , 则 

和 一 6P 十 2P 十 … 十 ooP ( 一 {3 po} ), 


这 里 { 人 有 一 BN {a, Ss "> sa}. 


证 显然 {可 sip,jpeP} S 8， 要 证 反 包 售 只 村 证 明 ， 若 


sipi 《多 ， 则 p 天 0 的 5 必 包 含 于 加 中 即 可 。 如 车 不 然则 
1 


在 加 中 有 一 元 站 十 sprs 二 二 sp 天 中 每 个 pk 天 
而 二 天 电 ， 我 们 就 能 象 戴 得 人 金 定 理 的 证 计 一 样 ,假设 了 为 税 小 ,车 
* > 1， 我 们 应 用 前 面 已 经 用 过 的 步 野 去 求 得 一 个 包 人 党 于 对 内 购 


站 


同一 类 义 的 更 短 元 。 因此 ,pk & 区 ， 而 这 又 推 得 4,& 区 与 原 
假设 矛盾 。 


可 题 5 


1. 设 丸 一 得 ( 的 ， 这 里 的 入 是 更 上 的 代数 元 ，(Ke)) 是 回 志 ez 多 的 的 楼 
《着 工 的 中 译本 p.96)。 则 [了 :更 ] 一 degj。 利用 导言 中 的 扩张 定理 妇 证 明 Bj 到 
Pj 内 的 同 构 的 个 数 不 超 过 degf。 推 广 此 结果 以 得 到 定理 3 推论 的 另 一 证 法 ， 

4. 有 限 自 同 物 群 ” 设 6G 是 域 P 的 一 个 自 同 构 群 ， 甸 是 P 了 的 元 
«的 子 集 , 这 明 w 二 & 对 于 每 个 + € G 均 能 成 立 。 我 们 将 称 下 为 
?的 G 不 变 元 亿 ， 由 于 一 个 自 闻 构 的 不 变 元 {或 固定 元 ) 组 成 一 子 
域 , 所 也 有 是 P 的 一 个 子 域 ; 我 们 招 它 记 作 更 一 六 C)《 若 要 指出 了 
则 可 表 为 Jp(G)), 并 称 这 种 形式 的 子 域 ( 即 一 自 辐 构 群 的 不 变 元 
的 于 域 ) 为 了 中 的 倪 罗 瓦 子 域 ,而 称 P 在 多 上 为 伽 罗 瓦 域 或 P/ 四 
为 像 罗 瓦 域 . 

我 们 刚才 指出 的 过 程 把 自 同 构 群 G 与 子 域 1(G) 联系 了 起 
来 并且 有 这 些 群 到 P 的 子 珀 的 映射 G 一 (GG). 现在 来 定义 一 
个 相反 方向 的 肌 射 : 若 有 是 了 的 任 一 子 域 , 则 我 们 使 名 与 由 Pj 多 
的 自 同 构 构 成 的 集 A(8) (或 妇 ( 鸭 、 即 了 的 能 使 wi = 二 & 对 于 
所 有 ae 下 都 能 成 立 的 让 同 构 * 的 集 ) 对 应 。 显然 ，4f(g) 是 了 
的 全 部 自 同 构 的 咯 4 的 一 个 子 群 ,我们 称 4(8) 是 P/8 的 伽 罗 
瓦 群 .。 我 们 有 了 域 到 群 的 映射 名 一 4(8)， 肤 射 C -> 1(0)， 
9 一 4(0) 的 下 列 性 质 容 易 由 定义 推 得 : 

(o) GG > (GO)SG(G) (一 表示 "推出 轧 。 

【的 BB > ACBIE AD ). 

C7) ICALP)) SDT. 

(5) A(I(G))EG. 

这 些 关 系 有 以 下 结果 : 

Ce) ICACICDY)) = I(G)., 

(1) ACCACDY)) = AC0). 

这 两 式 的 证 明 是 相亲 的 ， 抽 及 仅 考 砌 (2): 对 名 二 (GG) 应 用 
:+27 。 


(7) 可 得 1(4t1(6))) 并 6); 另 一 方面 ， 若 应 用 《te)? 到 
AUCG)) 过 6G 上 去 ,我 们 又 可 得 到 1(G)S1(CA(ILG))), 故 《8) 
成 芯 - 〈s) 的 一 个 推论 是 ， 下 是 了 中 的 伽 罗 瓦 子 域 当 且 仅 当 由 是 
Pj 的 铭 罗 瓦 群 的 不 变 元 的 集 ， 即 中 一 I(4(8))， 显 然 这 个 条 
件 是 充分 的 ; 男 -- 方 面 ， 若 鱼 一 民 G) 是 对 应 于 某 个 自 同 构 群 G 
的 子 域 , 则 DB 二 1(6) = TAGND) 一 TAG)). 

我 们 现在 从 有 了 跟 自 同 构 群 出 发 来 研究 仁 罗 珊 对 宣 ->A( 人 多 )， 
Gx 1G)。 我 们 用 《G : 1) 表示 一 -个 群 G 的 阶 ,更 一 般 地 用 
(G: 妃 ) 表示 6 中 一 个 子 群 如 的 指数 。 我 们 将 从 机 宰 邯 首 -布尔 
巴 基 定 理 ( 定 理 2) 出 发 得 列子 域 - 群 对 应 的 全 部 结果 。 先 证 如 下 

引 理 ， 讽 G 是 域 凡 中 的 一 个 有 限 自 同 构 群 , 令 


1 一 | 袜 solseG。 peP], 则 站 满足 定理 2 的 假设 


人 ，( 汪 ) ，《 放 )、[:P]x 一 《G:1)， 且 定理 2 给 出 的 子 域 理 是 G 
不 变 元 子 城 ,车 加 是 所 的 一 个 子 环 及 P 上 的 所 的 一 个 子 空 间 ， 则 


B= | 袜 nes EH, preP}, 
了 


这 里 的 晶 二 4 是 G 的 一 个 工 群 . 

证 车 pzP， 且 :是 一 个 自 间 构 , 则 2) 表 阴 prs 一 区 op， 
因此 Csipi) (se) = si(pyRsi)piR = 350(pli) rpsR — ssiplipi € YM， 这 
是 因为 sw EG。 由 此 推 得 氏 是 自 同 森 环 SC(P, P) 的 一 个 子 环 ， 
由 于 1€G 及 GCA, 夏 1e， 易 见 包 是 P 上 右 向 量 空间 8(P,P) 
的 一 个 子 空间 ， 由 戴 得 金 定理 ,可 知 s 是 在 P 上 无 美的 , 

[A:Pla = (G:1) < eco。 
定理 2 的 子 域 全 是 使 ag4 一 der 对 所 有 4 EE 对 成立 的 ns EP 的 
集 . 于 anpp 一 prtr，P EP 总 成 立 。 所 以 这 个 条 件 等 价 于 
CRS FG， 因为 agsi 一 站 oa， 这 又 等 价 于 foo) 一 
jGRy EEC， 因为 引 存在， 这 又 变 成 《era 一 cn 或 of 一 gs 


1) 原 书 此 处 误 为 1 一 一 译 者 注 ， 


"2 


它 圳 未 cgd = dmg，4A4《 包 ,等 价 于 ，&4 是 台 不 永 元 ,更 没 名 基 
革 f 的 一 个 子 环 ,同时 岂 是 一 个 子 空间 , 则 B21P 一 {pr|p EP 了 }, 
以 而 和 在 用 pr 让 莱 下 是 不 变 的 ， 玻 由 定 瑰 4， 

号 = 1P 二 wnPAi+ :二 PP, 夫 中 , BH 一 11} 二 上门 3, 
显然 百 -- 如 和 6 关于 驶 法 是 封闭 的 ,因此 是 G 的 一 个 有 艰 子 半 
群 , 从 而 右 是 6 的 一 个 子 群 ， 

关于 一 个 三 的 有 限 自 同 构 群 的 主要 结果 是 

定理 5. 设 上 是 一 个 域 ，.e 是 了 中 有 限 白 同 构 群 的 类 。 .2 
是 P 的 子 域 的 类 ,这 些 子 域 基 徊 罗 瓦 的 且 在 P 中 是 有 限 余 维 数 的 ， 
车 鲁 E .gg ， 则 令 4( 鲁 ) 为 PI 的 其 及 贞 群 ;车 G& .er ,出 到 
1(G) 为 的 G 不 变 元 素 子 域 , 则 : (ii) 车 Be ,ev 则 A(D)E 
a 而 车 GE oz， 则 TOG)E.y， 出 外 ,还 有 1(A(B)) 一 名， 
人 GD 一 人 若 GE MW (GD = [P:ICGY)]. (ii) 
菩 强 E .8 且 电 是 P 的 包含 更 的 一 个 子 束 ， 风 有 也 E .和 (iv 在 这 
种 情况 下 太一 4tE) 是 G = 48) 的 一 个 于 群 ， 它 在 心中 不 
谈 当 且 仅 当 五 是 有 上 的 做 罗 真 域 。 此 时 EE! 全 的 向 罗 瑟 和 群 4( 中 ) 
同 梅子 &/H, 

证 全 一 全 着 Geer 有 征 和 = {Brpilsi EG， pi € P}, 
并 由 引 理 及 定理 2 有 [P:1(5)] = [Pla 一 (如 :1)， 若 令 名 = 
TI), 而 一 民生) 是 Pj 名 的 身 罗 瓦 群 。 则 戴 得 金 定 理 的 淮 
论 表 上 朋 (5 和 11) 所 [P:$] 一 (6;1}。 由 于 GSG' 是 赔 然 的 ， 破 
G' 一 G， 因此 A(1(G)) 一 G， 然 后 令 由 是 爷 罗 所 的 及 在 中 为 
有 限 余 维 数 的 千 域 ， 邮 征 一 (5&)， 这 里 的 CC 是 Pj 名 的 做 罗 瓦 
群 ,由 戴 得 人 金 定 理 的 推论 可 知 它 是 有 限 的 ,因此 A(@)€ ,err 月 
(A(D)) 一 多， 这 就 完成 了 (人 与 4) 的 证 明 ，( 六 ): 设 人 BE 
久 ， 针 是 由 Pj 人 的 徊 及 瓦 群 如 确定 的 自 同 态 环 , 由 定理 2， 
Sa(P, P)。 现 没 为 了 的 包含 外 的 一 个 子 域 , 则 B 一 ez(P,P) 
是 & 的 一 个 子 环 , 且 属 引 理 所 考 虑 的 类 型 .因此 名 一 ap 十 十 
1P， 其 中 妃 一 1 是 如 的 一 个 子 群 . 由 于 E 二 {sg|erxB 一 Bgexr，, 
BE 罗 }， 可 知 互 是 如 不 变 元 子 域 。 这 就 证 明了 Gi).。 (> 车 


= 


;EG，E 在 :下 的 象 启 是 P 的 包含 多 的 男 一 个 子 域 ,其 由 定义 直 
接 可 得 4(B') 一 Hs。 因此 五 在 G 中 是 不 变 的 当 上 朋 仅 当 EF 于 
对 每 个 *《 成 立 。 我 们 现在 证 明 这 关 且 仅 当 五 是 肌 上 的 卸 罗 所 
域 时 成 立 ， 而 且 此 时 有 4x( 孚 ) 兰 G18: 首先 假设 E' 一 已， 向 且 
设 G' 是 *e G 在 E 上 的 际 制 ? 的 群 ， 则 G' 是 下 的 一 个 有 限 自 同 
构 群 而 且 1(G') = 人， 因此 旬 是 8 的 佑 罗 瓦 于 域 而 和 且 将 (i) 应 用 
于 E 可 得 


GC= Ar(). 

映射 "一 ”是 妃 到 人 上 的 一 个 同 态 , 其 核 是 在 E 上 使 :一 1 的 
5 € 如 的 集 , 此 集束 是 万 ， 因 此 人 守信 JH， 次 设 E 是 吕 上 的 全 
罗 瓦 扩 域 ， 则 我 们 有 【EE:$] 个 不 同 的 吾 在 昌 上 的 自 同 构 ， 币 且 
可 将 它们 看 做 F/BP 到 Pj 内 的 同 构 。 另 一 方面 ， 由 戴 得 金 定 
理 的 推论 可 知 最 多 只 有 [E: 中] 个 了 /有 到 Pj 内 的 同 构 ， 轩 
此 它们 必须 与 Ei 的 自 辣 构 相间 若 st G,s 在 8 上航 限 制 是 
Ej 到 PJ@ 内 的 一 个 同 构 ， 因 此 这 是 一 个 自 同 构 。 这 就 推 得 
FE' 一 BB 对 二 一切 s € G 成 立 . 

特别 地 , 定 埋 5 在 P 的 包含 一 个 固定 子 域 下、 且 在 了 中 是 便 
罗 瓦 的 有 限 余 维 数 子 域 E 的 类 与 Pj 名 的 个 罗 瓦 群 刀 的 子 群 五 的 
类 之 问 建 并 了 一 个 双 射 ( 即 1 一 1 的 、 到 上 的 隔 射 ) ,这 个 对 应 满足 
(二 ) 及 (iy) 中 的 各 性 质 。 我 们 还 须 指 出 { 瑟 } 是 有 限 的 ， 这 就 
是 说 了 及 名 辐 的 域 的 类 是 有 限 的 。 在 这 点 上 我 们 的 理论 存在 一 个 
严重 的 人 缺陷。 因为 我 们 还 没有 给 出 P 了 是 加 上 的 有 限 维 佑 罗 瓦 域 的 
条 人 忻 。 下 而 三 节 我 们 将 弥补 这 个 缺陷 以 便 将 现在 讨论 的 “抽象 的 ” 
癸 罗 瓦 理论 与 方程 论 连接 起 来 . 


习 题 65 


1. 设 上 为 复数 总 ，P 二 COE) 为 妃 的 一 个 单 超 越 扩张 ( 卷 工 的 中 译 本 p.94)，* 是 
PIC 的 使 生 一 后 的 自 同 构 《 这 里 8 是 一 个 # 次 本 原单 位 根 )，: 是 PIC 的 使 
太 ' 二 专 ” 的 育 园 构 , 证 朋 s* = 1 二 1 则 二 1 而 且 由 +s，# 生 成 的 自 同 构 性 G 
是 22 阶 的 ， 证 明 共 GG 不 变 元 于 域 号 CCV) 为 一 各 十 二 

2 确定 到 上 的 中 (0) 的 癸 罗 瓦 赂 ,这 里 的 盏 是 有 理 数 域 而 4+ 一 2。 


。 3 。 


3, 设 P 是 币 上 的 有 限 维 伽 罗 再 城 ,很 设 其 如 罗 瓦 群 6 = G1XG;、 这 里 Gi 是 0 的 
子 群 。 证明: 六 8 是 对 应 于 Gi 购 拖 咸 , 则 Pi1 5 是 徊 罗 忆 了 域 ; 笛 且 下 一 忆 人 Pa 
上 的 ). . | 

4, 设 是 特征 半 2 的 域 ,P 是 一 个 扩张 域 : [P: 甸 ] = 3， 证 明 : P 一 (9), 这 时 
81 一 x 多 ， 利 月 这 个 结果 证 明 P 是 而 土 的 务 罗 矶 域 

5. 证 明 ; 将 名; 及 更: 是 P 内 的 徊 罗 枣 了 域 , 则 更 md; 是 内 的 徊 罗 责 下 域 。 设 
中 是 转生 为 0 的 域 ,P = 囊 ( 才 ): 滞 是 者 越 元 ,开设 出, 一 名 ('), 中, = 可 (二 (二 十 1) ， 
证 明 [P: 8,] 一 : 一 [P;@;] 但 [P: 覃 门 咖 】 却 是 无 阴 的 ， 

6. 证 明 ,着 及 是 替 理 数 域 , 则 Ro{ 了) 站 是 上 的 徊 曙 殉 域 . 

7. 设 Q 是 号 ?的 任 一 自 阅 构 群 , 所 一 {5sps1s4E CG，P1E 时 证明 畦 济 足 定型 
2 的 假设 -G7 及 (ii). 而且 盏 一 {elaad 一 4ag，。4€ 名 是 G 不 蛮 元 子 域 ， 利 用 这 
些 站 果 中 842 习题 的 第 1 其 证 明 ; 车 也是 了 的 包含 中 且 [8: 下 ]<ow 的 一 个 子 城 , 则 
Bj 业 到 Pj 多 内 的 尾 一 同 构 能 扩张 成 Pj 定 的 一 个 向 同 构 ， 

8.《 卡 兽 兰 斯 基 (Kaplansky))。P, 更 ,及 如 第 7 髓 所 孙 , 证 明 五 是 P 的 如 
罗 瓦 了 域 ( 换 训 之 ,着 别 是 P 的 合 罗 瓦 子 城 且 2 号 名 满足 [E: 理 ]<coy 则 允 司 P 隐 人 
罗 巨 于 城 )，( 提 示 : 令 及 一 GNA( 肌 , 设 人 是 Pj 的 包含 的 有 限 继 子 空间 , 利 
用 42 习题 中 的 第 1 是 自明 8eCa,P) 有 一 个 形 如 (7.3 34,… Ts) 的 有 P 基 ,这 里 的 
束 是 s1€ 在 和 A 上 的 限制 ， 利 朋 定 理 4 证明 gC 和， Pp》 有 一 个 P 基 《1…; 1)， 
#E 昌 ,利用 这 结果 及 名 习题 中 的 第 2 题 证 明 B= 1(8). ) 


5. 多项式 的 分 裂 域 设 吕 是 一 个 给 定 的 域 ， 而 f(x)》 是 一 个 
包含 在 多 项 式 环 gx] 中 的 非 零 多 项 式 ， 这 里 + 是 一 个 末 定 元 . 
我 们 知道 旬 的 一 个 元 。 称 为 f(x) 或 方程 f(x》 一 0 的 根 如 果 
ftp) 一 0， 这 当 且 仅 当 在 @[x] 中 有 f(x) 一 (x 一 的 gx 《着 
1 的 中 译本 p.93); 而 且 如 果 degfk 一 2， 则 Ts) 在 外 中 至 多 
只 有 # 个 根治 1 的 中 译本 p.97)。 设 ps, Pi,"…, Pt 是 不 同 的 
根 , 由 


f(s) = (x — pr p(t Oo— pg), 
在 着 1 的 中 译本 pp.94 一 95 中 ， 我们 已 经 给 出 了 扩张 Pj/ 旬 的 构 
选 ， 在 其 中 一 已 知 不 可 约 多 项 式 f(x) E 和 [xz] 有 一 个 根 。 车 将 这 
纤 论 应 用 到 任 一 非 坟 多 项 式 (x) € BIr] 的 一 个 不 可 约 因 子 上 去 ， 
我 们 就 可 得 到 一 个 包含 f(x》 的 一 个 根 的 扩张 P/ 了 P， 我 们 现在 
将 证 明 最 小 扩张 域 了 的 存在 性 ， 在 其 中 一 已 知 的 次 数 大 于 零 的 多 
项 式 藉 % 能 分 船 成 线性 因子 的 乘积 ,如 不 另 加 用 有 明 , 我 们 总 息 设 我 
们 的 多 项 式 的 首 项 系数 为 1, 因此 我 们 需要 一 个 扩张 P/ 有 更， 使 在 
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Ptxe] 中 有 
(5) fi 一 人 pr 一 px 一 pos 
若 名 (py, Py， Pn) 表示 Pi/ 中 的 由 生成 的 子 域 ， 则 显然 分 
解 式 (5 在 名 (pi, my， pn)[x] 中 也 成 立 ,; 因 此 ， 若 Pj/@ 是 最 
小 的 , 则 必 有 P 一 甸 Cpiy PB，;"…"， pa)， 我 们 知道 若 不 计 中 中 的 因 
子 则 在 PLx] 中 分 租 (5) 是 唯一 的 ( 卷 芋 的 中 译本 p.94 及 p.114). 
刻 此 可 推 得 : 集 {p;} 是 (x) 在 ?中 的 根 的 完全 系 ， 又 熙 2 中 
是 和 (ol， …-，pnj18 的 一 个 子 城 使 {x) 是 [+] 中 线性 因子 
的 积 ; 则 了 二 D(a, ,ps}。 由 由 我 们 给 出 下 列 定义 
定义 1， 设 由 是 一 个 域 而 f(x) 是 系数 在 中 中 的 正 次 数 首 项 
系数 为 夺 的 多 项 式 , 则 扩 线 域 P/8 称 为 x》 的 一 个 分 裂 域 , 如 
果 分 解 式 (5) 在 Ptx) 中 成 立 征 了 一 Blpss mv， pn). 
我 们 直接 可 以 得 到 两 全 常用 的 结 县 : 
引 型 二 (1) 若 Pj 是 f(x) € BLx] 的 一 个 分 裂 正 , 而 317 由 
是 P/@ 的 一 个 子 域 , 则 P/ 是 fx) 的 一 个 分 裂 域 。(2) 若 Pj/Z 
是 fx) € B[x] 的 一 个 分 裂 域 而 生 了 一 @(m or)， 这 里 
fo 一 0 则 Pj 是 fw) 的 一 个 分 异域 . 
证 《1) 这 是 定义 的 直接 结果 。 
(2)》 由 假设 有 P 了 一 3(piy pop)， 在 P[x] 中 (5) 
成 立 ， 还 因 二 Blas"…, 0) 及 大 ci 一 0， 故 知 每 个 中 是 
pi 中 的 一 个 ,因此 了 一 Dp, Pay "ay Pn), 
现在 我 们 可 以 证 明 以 下 的 存在 定理 ; 
定理 站 和 任 一 详 次 数 多 项 式 fx) E Bix] 都 有 一 个 分 裂 域 
?7 
证 设 fx) 一 FPCz 天 Gx) 是 1tx) 的 【 首 项 系数 为 
. 工 的 ) 不 可 约 因 子 分 解 ， 显 然 《 扫 = 一 degfj(x)。 我 们 对 圭一 下 
应 用 好 纳 法 : 若 # 一 六 一 0， 则 所 有 天 (x) 的 次 数 都 为 1， 这 说 
表 呈 本 身 已 是 一 个 分 裂 域 。 现 没 # 一 让 沁 > 0， 因 此 有 菜 个 下 例 
如 天 Cx》 的 次 数 > 1， 则 在 在 一 个 扩张 域 ) 旬 能 五 一 中 (站 
旦 tp) 一 0。 于 是 在 ELx] 中 js 二 (x 一 站 至 人 从 而 
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fCx) 在 Efx] 中 是 > 有 个 不 可 约 因 子 的 乘积 : 故 ”一 上 之 #8- 
和 由 归纳 红 定 ,对 于 大 存 在 一 个 分 裂 域 P/E， 出 于 了 一 了 4p)， 
引 理 表明 P/ 人 名 是 f(x) 的 一 个 分 裂 域 。 
我 们 看 分 裂 域 的 几 个 例子 . 

CD) fr) 一 二 十 ox 十 8， 若 f 在 定 [x] 中 可 约 , 则 咖 是 一 个 分 弄 域 ; 理 刚 可 令 
P 二 于 [x]1(Cr))，、 由 于 f 是 不 可 的 的 ， 放 ? 了 是 一 个 域 ， 今 令 和 一 十 《Ke 这 
里 的 《1Cx》) 按 彼 例 表 示 开 这 个 密 项 式 生 成 的 主 理想 ， 则 在 了 中 所 一 0 因此 在 
PTx] 牛 大 站 一 他 一 Pr 一)， 放 已 一 重 Fo 一 全 Co》 是 一 个 分 裂 域 ， 由 于 
f(x》 是 wn, 的 最 小 寄 项 式 , 由 导言 的 VIIIT 知 LP: 名 ] 二 2. 

(C2) 设 ? 为 寄 数 ; 痢 基 条 一 奸 一 1 一 (Fr 一 Dr 十 rp 十 人 十 切 生 一 车 
蚌 有 理 数 域 , 则 PP 是 其 z 的 一 个 分 裂 感 当 且 促 当 空 是 g(x#) 三 x? 二 x 年 嘻 1 
的 一 个 分 型 咸 ， 我 们 旱 已 知道 g(xz) 基 不 可 约 的 《类 1 的 中 详 本 p.118 习题 和 0 的 第 
2 题 )。 因此 『P 二 Re[x1igtx)) 是 RR, 上 的 一 个 域 而 月 P= Rnfaol 一 Potp]y 六 一 
+ 十 Catx))， 我 们 有 6? 一 1 6 二 1. 由 此 可 推出 疡 在 了 的 飞 群 Py 中 中 P 阶 的 ， 国 
此 13 papryrg 0? ! 是 互 界 的 且 个 部 是 x? 一 1 二 0 的 根 。 由 此 推 得 


xa?7—1 = Tro) 而 P= Rp) 
是 一 个 分 裂 城 . 
C3 7) 一 (一 (一 3 和 一 及 我们 先 作 天 一 Ro(o)y， 这 时 的 0 一 2。 
我 们 知道 #2 -2 在 加 fx] 中 是 不 可 的 的 《 欧 几 里 得 )。 在 中 我 们 有 ** 一 2 二 
{x 一 p(x 十 PY 及 可 一 3 在 R[x] 中 是 不 可 的 的 ,否则 存在 EF 使 w* 一 3， 设 
P= 二 we 十 Bp， 其 中 ga， BB 是 有 理 数 ,太一 a? 28”) 十 2qB8p。 车 它 等 于 3, 财 有 
eB 二 0 及 oo 十 28: =3; 这 时 车 月 一 0， 我们 将 有 :二 3; 这 时 若 三 0 我们 


又 将 币 有 一 卫 ， 这 二 者 对 于 有 理 数 都 是 不 可 能 的 ， 作 P 一 C7)， 这 里 的 2! 一 3， 
2 


这 时 我 们 让 二 Rol2; 9) 而 在 PEx] 中 s(x 一 2 一 3 二 (x 一 0)x 二 XX 
{x 一 D(x 十 )， 南 PjR。 是 一 个 分 裂 域 ， 应 用 导言 中 的 YI 及 YIT， 可见 
[PF: 更 了 一 4. - 


在 继续 讨论 分 裂 域 以 前 把 关于 域 扩张 以 及 域名 的 代数 扩张 的 
某 些 记 法 固定 下 来 是 适宜 的 ， 它 们 在 某 种 程度 上 早已 被 采用 . 若 
是 域 Pi@ 的 一 个 子 乐 , 则 我 们 用 人 [5] 及 到 (S) 分 别 表 示人 
上 由 3 生 威 的 子 代数 及 子 场 ， 由 定义 可 见 ， 前 者 是 P/B 的 包含 
5 的 所 有 子 代数 之 交 ， 而 后 者 则 是 P/@ 的 包含 3 的 所 有 子 域 之 
变 。 显然 全 [8] 是 旦 上 了 的 由 1 及 所 有 单项 式 ma ceo(oE3) 
生成 的 子 空间 ， 而 Bt5) 则 是 元 听 ”的 集 ， 这 里 g，Pe3[3]， 
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天 0 由 定义 直接 可 得 ， 若 5S. 及 5 是 P 的 子 集 , 则 
(PCH)) LS2) = PS, US ， 
世 式 云端 当 然 是 由 3 生成 的 PjB(51) 的 子 成 . 

若 P 是 Pj 名 的 一 个 代数 元 , 则 [有 更 [po]: 和 更 ] 一 degf(x},， 这 里 
的 六) 是 请 存量 上 的 最 小 多 项 或 (导言 的 YE)， 事 实 上 , 我 们 
已 经 知道 ,者 degj (x) 一 2, 则 (1,p, PP”) 是 Pj 的 一 
组 某 。 由 于 维 数 [中 [p];@B] 是 有 有限 的 , 卜 PB(p) 是 一 个 束 (导言 
的 VID)， 因 此 妈 然 有 了 (tp) 一 BIp]。， 我 们 将 推广 这 些 结果 ,证 
明 下 列 关 于 逐次 代数 扩张 的 关键 引 理 。 

引 理 3 设 P= Btp, py pm) 而 县 六 是 昌 (P 户 
Pi) 一 112 加) 上 的 代数 元 , 则 fP:@ < 冲 有 了 = 
Blp, ps", pn], 

(我 们 将 在 后 面 {p.247) 看 到 其 逆 定 理 : 若 PB[pi, pz 
Po] 是 一 个 域 , 划 产 是 外 上 的 代数 元 )， 

证 我 们 已 看 到 命题 在 ww 一 1 时 成 立 。 假设 wm 之 1 且 此 结 
果 在 rf 之 w 时 成 并 ;出 外 (ps mo) 一 出 [pm Pr] 是 
它 在 全 上 是 有 限 维 的 ， 由 于 pr 是 Bipis py Pr) 上 的 代数 
元 :我 们 有 Plp,, “> -pr) (prri) 一 Dtp,- ”7 pr)[ pn], 且 些 扩张 
在 条 (o pr) 工 的 维 数 是 有 限 的 .由 此 推 得 
(6) iBCp,,: rt 一 {Bp,, "yy | 

一 [更 (Piy 户 ，， “ pr)fprri: 由 (ea， “pr)] 
x [Btpi,***,p,):B] 
是 有 限 的 。 而 县 由 Bp pr = (py pr) [prnl 及 
条 (ppr) 一 和 mor] 可 推出 名 (pi pr 的 每 个 
元 如 是 p:(1l 所 1 安 + 十 1) 的 一 个 多 项 式 , 内 此 Bp pr 一 
Dp, ~" prr], 监 纳 印 得 引 理 。 

这 个 结果 特别 在 所 有 p; 都 是 由 上 的 代数 元 时 有 用 ;由 于 f(x) 
的 各 根 e; 都 是 由 上 的 代数 元 ,显然 若 P/ 是 f(x) EE [x] 的 一 
个 分 型 域 , 则 [P:8] 一 cc， 

我 们 将 证 组 一 个 多 项 式 的 任意 鸯 个 分 效 虞 都 是 罗 上 同 构 的 ， 
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为 了 便于 进行 归纳 论证 及 其 化 理由 ， 最 好 推广 这 个 结果 如 下 : 

中 及 藻 是 两 个 辕 梅 的 域内“ 一 4a 是 一 个 更 到 政工 的 同 构 ， 3 
知道 这 个 同 构 可 扩张 成 B[x] 到 [x] 上 的 唯一 同 构 f(x) 一 
jx).。 使 + 一 x 《导言 的 本 .我 们 希望 考虑 多 项 式 jx) 在 全 
上 的 一 个 分 裂 域 及 硬 [x] 中 的 对 应 多 项 式 f(x) 在 下 上 的 一 个 分 
裂 越 ， 下 列 定理 将 推出 分 虱 焉 的 唯一 性 并 给 岂 一 个 关于 分 裂 域 的 
间 构 个 数 的 重要 结果 . 

定理 7 设 < 一 5 是 域 惠 到 域 王 上 的 一 个 同 构 ， 帮 zx) 是 
DPD[x] 中 的 正 次 数 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , f(x) 是 但 [z] 中 
ee P 及 FP 分别 是 f(x》 及 并 x) 在 外 及 年 上 的 分 裂 

域 , 则 存在 P 到 了 上 的 一 个 同 构 , 它 在 钙 上 与 给 定 的 同 构 一 致 ， 而 
是 ， 若 六 x) 是 PEx] 中 的 不 同 的 线性 因 于 的 冬 积 ， 则 开路 上 的 
给 定 辣 松 扩 张 成 P 到 PB 了 内 的 同 构 的 个 数 是 [P: 人 @], 

证 ”这 两 个 论断 都 可 通过 对 [P: 多 ] 利用 归纳 来 证 明 。 车 
[P151 二 1， 则 了 二名 而 且 在 名 [x] 中 Hx) 一 (zx 一 pi). 应 用 
名 [+] 的 同 构 h(x) 一 x), 可 得 Fa) 一 Hx 一 而 ) 及 pi . 
出 此 推 得 这 些 就 是 A(x) 一 0 在 中 的 根 ， 因此 BP ~ 更， 从 而 定 
鹉 中 的 两 个 结果 都 在 些 情况 下 或 立 。 现 设 [P: 8B] 之 1, 则 f(x) 
不 是 @[z] 中 的 线性 因子 的 乘积 ,因此 有 次 数 >* > 工 的 一 个 不 可 
约 浊 子 Se， 而 EC 是 fx) 的 一 个 因子 .我 们 可 设 


“g(r) 一 Tc 一 om， ECX) 一 J (x 一 局)， 


这 里 HC 
i 1 


因为 gx) 是 不 可 约 的 , 它 是 pi 在 由 上 的 最 小 多 项 式 , 而 且 二 
(pm) 在 有 上 是 了 维 的 (4r 一 degg 之 1)。 导言 的 扩张 定理 V 推 
出 这 个 同 斧 一 二 能 扩张 成 嗅 一 的 一 全 EE 一 Pip] 一 区 pl 
到 五 内 的 同 构 便 p56.(i 一 1,…,r)， 我们 然后 注意 这 些 推定 的 
白 到 了 内 的 同 构 是 “一 到 的 公有 扩张 。 再 由 扩张 定理 V, 在 五 
的 任 河 同 构 中 , 若 它 扩张 了 给 定 的 同 构 , 则 pi 被 允 成 一 个 元 5 使 


和 $33 a 


#5) 一 0， 由 于 Fe) 一 了 {x 一 51)， 册 此 推 得 对 于 菜 个 i (1 各 


f 迄 7} 有 5 一 站， 因此 这 个 网 构 与 我 们 所 指出 的 一 个 同 构 重 合 ， 
所 以 a 一 & 能 扩张 成 = 二 Btp) 到 站 内 的 一 个 同 构 ,， 和 而 这 种 扩 
张 的 个 数 等 于 5， 六 中 不 同 元 的 个 数 。 特 别 地 , 若 Ffs) 是 
不 同 的 线性 因子 的 琵 积 , 则 区 (xz)》 也 是 不 同 的 线性 因子 的 乘积 ,从 
而 个 数 是 一 degz(w) 一 1E: 中 ]。 我 们 现在 用 EE 人 代替 基 域 名 讲 
且 选 定 一 全 扩张 将 外 上 的 同 构 变 成 E 到 FP 内 的 一 个 同 构 , 设 豆 为 
在 这 个 扩张 下 的 象 ， 用 上 一 青 示 这 个 扩张 , 则 PJE 是 x) 
的 一 个 分 裂 域 而 P/E 是 了 (x) 的 一 个 分 异域 ， 北 外 ，[P: El] < 
IP:@]、， 因 为 [EE: 轨 ] 一 + 省 1， 这 村 归纳 假定 表明 一 能 扩 
张 成 为 P 到 了 上 的 一 个 同 构 ， 昌 存 f(s) 是 P(x) 中 的 不 同 的 线 
性 因子 的 一 个 索 积 时 ,这 种 扩张 的 个 数 等 于 [P:B]， 如 果 我 们 将 
a 一 & 变色 一 5 的 扩张 的 第 一 个 结果 合 起 来 著 碟 ,我 们 就 可 咎 
到 存 走 一 仿 扩 张 猪 同 构 we ->& 变 为 P 到 PP 上 的 一 个 同 构 , 而 且 如 
果 fx) 分 末 成 为 不 同 的 线性 因子 ， 则 我 们 可 世 得 到 [IP : E] x 
[E:$1 一 [P: 旬 ] 个 不 同 的 同 构 ， 这 是 因为 我 们 有 [E: 旬 ] 个 扩 
张 姑 E 上 ,而 它们 中 的 每 一 个 又 有 [P:E] 个 扩张 到 PP 上 , 改 我 们 
得 到 [P: 邓 ] 一 [P:EI[E:@] 个 不 同 的 扩张 。 显 然 我 们 已 经 计 信 
了 每 个 扩张 (参考 定理 3 的 推论 ). 证 毕 . 

现在 将 这 个 结果 运用 到 下 一 由 及 里 中 的 恒 等 映 射 w 一 这 
种 特殊 情况 上 去 ， 则 得 结论 如 下 :” 若 Pj 及 Bj 是 周一 多 项 
式 Ts) 的 两 个 分 裂 域 , 则 P/@ 及 BE/8 必 同 构 。 此 时 ， 结 果 的 
第 二 部 分 是 : 若 帮 *7 有 不 同 的 根 ， 则 Pj 的 自 辐 梅 个 数 等 于 
[P: 虽 ]， 言 之 ,对 于 了 /由 的 休 罗 吏 群 妃 米 说 《G:D) = [P:$1. 


习 题 了 


1 .构造 ** 一 2 在 作 理 获 域 上 的 一 个 分 异域 ,证 求 共 维 数 . 

2. 访 pf 更 是 下 [x] 中 的 入 x*) 寺 0 的 一 个 分 裂 域 燥 是 P| 名 的 一 个 子 堪 证 明 
Fl 对 到 Pj 内 内 创 年 一同 构 者 能 扩张 成? 了 的 一 个 自 握 构 ， 

3. 证 明 n 次 多 黄 式 术 x》 的 分 裂 域 了 | 虽 的 维 数 不 超 记 #!， 
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6. 重 根 ， 可 分 多 项 式 设 x) 是 B[x] 中 的 一 个 正 次 数 多 
项 式 ，P/9 是 它 的 -个 分 裂 域 ,将 它 写 成 
7) fx) = (# pir Oo ptr — pt, 
Pi€P, 站 171 时, pi; 天 pj, 我们 说 p; 是 f(x) 一 0 的 一 个 
重 数 为 的 根 ,简称 重 根 ; 若 已 一 1， 则 称 pi 为 单 根 ;否则 称 
为 重 根 。 车 有 名 上 的 第 二 个 分 裂 域 了 , 则 在 了 中 


jx) = 1 {x — B75, 


这 里 py 一 户 是 Pj 到 了 /看 上 的 一 个 同 构 ， 显 然 了 的 重 根 的 存 
在 性 是 与 分 裂 域 的 选 译 无 关 的 ,下面 我 们 将 介绍 一 个 在 多 Lx] 本 
庙 内 检验 重 根 的 经 典 判 出 污 ,为 此 ,我 们 需要 人寿 [x】 中 的 形式 导数 
(或 微 商 ) 的 束 念 ,我 们 用 (x) 一 ix"(i 一 0, 1 2 二 1) 
在 更 [*] 中 定 交 一 个 线性 陕 射 1 了 ,由 于 (ly xi ) 是 
[ix] 在 全 上 的 一 个 基 ， 因 此 它 定义 了 下 xz] 在 看 上 的 礁 一 的 线 
性 映射 1 一 所 我 们 称 扩 为 了 的 (形式 ) 导 数 . 我 们 有 基本 法 则 ; 
(8) (jg} = fg tk. 

由 于 导数 的 线性 往 ,只 要 在 B[x] 的 某 (x') 中 尘 f 一 7? ,8 一 x 
验证 就 够 了 : 天 二 x!, 因 吡 {fg 一 (十 闪 vi fg = x 
起" 二 jx， 歼 (8) 式 成 立 , 对 此 我 们 可 以 证 明 ; 

定理 8& 车 f(x)eE 8B[x] 且 degj > 0， 则 了 的 所 有 根 ( 在 它 
的 分 裂 焉 内 ]) 痢 是 单 概 当 且 仅 当 (7, 了 一 1 {好 1 是 ff 及 的 最 
高 公 因 子 )， 

证 . 设 d(x) 是 于 与 了 在 WB[x] 中 的 最 高 公 因 子 (f, 了) ( 参 
看 卷 1 的 划 详 本 p.93，p-1131， 假 设 有 tx) 在 PLx] 中 有 一 个 重 
根 ， 故 fi 一 (人 z 一 pt > 1， 在 PLx] 中 取 导 数 可 得 
了 一 (一 pig 十 fr 一 pp 全, 困 于 长 一 工交 昌 它 能 被 * 一 p 
整除 ， 因 此 (x 一 pjlf ( < 一 是 1 的 一 个 因子 )， 并 用 
(x 一 让 了， 故人 z 一 pz 因此 a(x) 去 1。 其 次 假设 了 的 所 


有 根 者 是 单 根 ; 则 有 fo 一 由 (x 一 p); 在 i 二 7 时 p, 和 pi 
下 
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通常 将 (8) 式 推广 到 多 个 因子 的 情形 ,得 
fF = DP p) tpn) (eps), 


显然 由 此 推 得 (x 一 pif (x)， 这 就 得 到 (f,f) = 1. 

车 了 在 昌 [*] 中 是 不 可 约 的 , 则 由 (7, 人 用 关 1 可 推 岂 了 六， 
通过 考虑 多 项 式 的 次 数 可 知 这 仅 当 了 一 0 时 发 生 ， 车 特征 为 0， 
这 显然 可 推出 了 是 和 的 一 个 元 。 车 特征 是 p 冯 0 测 昌 其 一 
oor! 十 
(a 一) 二 (一 2)oxr!， 十，…'。 秦 由 了 (wx) 一 0 可 推 得 
(az 一 门 m 一 0， 此 寺 若 整数 x 一 1 不 能 被 上 整除 则 a 一 0。 由 
此 可 网 大 fy 二 Pox" 十 x iP 十 + 十 Pn 一 8(x?)， 这 里 
ge 一 Por" 十 六 x" 十 十 和。 这 条 件 显然 也 是 充分 的 , 因 
为 【zt 一 Apxtt 一 0。 所 以 二 一 0 在 特征 p 关 0 的 情况 
下 ;我 们 将 看 至 是正 次 数 的 不 可 约 多 项 式 及 了 一 0 这 二 个 条 件 
有 可 能 同时 满足 这 是 特征 为 0 的 域 与 特征 pp 关 0 的 域 之 闻 的 
基本 区 别 , 它 就 是 后 一 情况 比较 复杂 的 根本 原因 ， 

现在 更 进一步 考察 特征 p 关 0 的 域 ， 我 们 还 记得 ,车 8 是 这 

种 类 型 的 域 , 则 在 外 中 有 
C9) (a TB = et +, (eB)? = ofp?, 
( 涯 1 的 中 译本 p.tt2 习题 47 的 第 3 题 )， 第 二 式 是 显然 的 ， 第 
一 式 风 是 二 项 式 定理 及 二 项 式 系数 ( ，) = PHjilG 一 站 在 1< 
1 依 一 1 时 能 被 ”整除 这 一 事实 的 结果 ， 因 为 这 一 系数 是 一 个 
整数 而 且 请 在 分 数 的 分 子 中 出 现 但 都 不 在 分 母 中 出 现 。 我们 还 知 
道 ; 大 w==Pr,， 刚 (Ce 一 让 ?一 wr 一 8? 一 0,， 因此 一 8， 由 
此 及 (9) 式 可 见 上 映射 a 一 wf 是 多 到 它 自 壬 内 的 一 个 同 构 , 它 的 得 
9? 一 {ar|at $} 组 成 一 子 域 , 称 为 2 次 赛 子 域 。 如 果 重 复 作 这 个 
映射 a -> ef 就 能 得 到 旬 到 产 次 桔子 域 名 上 的 同 构 & 一 a 
(e 一 1， 2，…)。 

我 们 证 明 下 列 一 般 结 捍 , 它 在 今后 很 有 用 ， 


和 AB 


5 更， 若 旬 是 一 个 特征 p 关 0 的 堪 , 则 rr 一 a 除 汪 一 如 ， 
pe 外 在 多 [xz] 中 是 不 可 约 的 ， 而 在 = Br? 时 ， Kr — = 
(x — BB)r. 

证 设 P 是 x* 一 & 的 一 个 分 裂 域 , 着 8 是 x*? 一 一 0 的 
一 个 根 ， 则 & 一 Pr， 从 而 定 PIx] 中 ,， 2? 一 a 一 ”一 所 一 
(x 一 PB)?。 现 设 在 [x] 中 zx 一 二 gx)h(x), 这 里 degg 二 不 
且 1 去 下 妇 p 一 1， 则 在 P[x] 中 我 们 必 有 8 = (e 一 Pt= 
x 一 KBxt 十 .由 这 推 得 好 €EB， 四 此 PE 钙 ， 从 而 ?一 
r={x 一 有 语 ? 在 lx] 中 成 立 ， 

.现在 考虑 下 面 的 例子 ， 取 7 = 了 /(p) 为 模 2 的 剩余 类 域 ， 
作 外 一 15(E)，§ 为 超越 元 ， 则 可 断言 EG?。 若 Y&， 则 可 
写成 了 一 al5)，P(5)"， 这 里 a(8) 及 P(#) 都 是 多 项 式 ， 则 
?7 一 (7)p(8P)"!。 因 为 由 at) 一 mm 十 om 十 .… 可 推 得 
(EP =08 十 十 二 ow 十 mtt 十 .…( 洁 尔 马 定理 ), 因 
此 由 zz 一 可 推 得 a(8?) 一 (57)5， 由 于 1, 5,… 是 15 无关 
的 ， 故 知 这 是 不 可 能 的 。 因此 上 9?。 从 而 由 引 理 ，x? 一 8 在 
P[x] 中 是 不 可 约 的 ， 男 一 方面 ,我 们 已 经 看 到 x? 一 上 在 它 的 分 
措 域 中 有 了 个 相等 的 根 ,此 外 玉 有 (x? 一 8)' 一 0 

今后 我 们 把 一 个 正 次 数 多 项 式 称 为 可 分 多 项 式 ， 如 果 它 是 
P[x] 中 的 不 可 约 多 项 式 的 一 个 莱 积 ,这 些 不 可 约 多 项 式 在 一 个 分 
裂 域 中 部 仅 有 单 良 .我 们 的 讨论 吉明:， 若 @ 是 0 特征 域 ， 则 每 个 
1(x) 6 BLx] 部 是 可 分 的 ;而 对 于 特征 p 基 0 的 域 , 则 存在 不 可 分 
多 项 式 。 


习 题 8 


1 证 明 引 理 的 下 烈 推广 :xz 一 e 是 不 可 的 的 ,除非 a € 更 ?， 

2. 设 和 是 本 4 个 元 的 有 限 域 ，P 一 旬 c( 吉 )。 这 里 专 是 更 。 上 的 超 墟 元 , 设 蕊 是 了 
在 名 ,上 使 专 -十 wa Cw 而 o) 的 向 辐 构 的 有 限 群 ， 证 朋 更 一 TMG) = Bul 一 
#) 


3. 没 鲁 是 一 个 特征 pF 的 域 ， 点 1 Sas ry Sp 下 名 上 的 灯 定 元 ， P 一 BS,, 
证》 是 人 [ 台 ， 才 ,，…s 台 ] 的 分 式 域 ;证明 [F: 四 (部 ， 结 ,…s 部 )] 一 种。 表 


" 0 


证 了 PP 在 (了 Sr ) 上 的 元 岁 瓦 群 是 单位 元 群 . 

4. 设 二 多 (8,, :2 上。》 为 特征 去 0 的 域 ,日 设 阁下 过 一 1， 2 
1; #1 是 一 个 正 蓉 数 )， 证 明 : P 在 上 的 俺 岁 瓦 属 赴 单位 元 群 ， 

5 没 罗 区 一 个 符 沪 px 的 域 ， 杀 数 年 多 中 的 一 个 多 项 式 称 为 多项式， 如 果 它 
形 如 : x 十 二 x 二 证明: 一 个 省 项 系数 为 1 的 多 项 式 
是 如 多 项 式 当 且 仅 半 它 的 各 枢 放 成 共 分 裂 咸 .加 群 的 一 个 子 痒 捷 且 所 有 的 根 有 相同 的 
节 数 p*. 再 证 纹 ， 上 述 展 开 的 p 多 项 式 的 腿 全 尽 单 的 当 且 仅 当 eu 寺 0 

5. 设 Kx)》 在 S[*] 中 不 可 约 ， 甸 是 特征 p 志 0 的 域 ， 证明 Kx》 能 写成 形式 
Err )， 这 里 g(x) 是 不 可 约 的 而 且 有 不 同 的 极 。 利用 这 个 沾 洒 证 明 包 x》 的 每 个 
根 { 在 一 个 分 效 域 中 ) 有 相同 的 重 数 p*. 

?7. 设 囊 是 一 个 0 特征 的 域 ，Kx)》 是 8B[x] 中 的 一 个 正 次 数 多 项 式 , 证 朋 : 如 采 
"d(xr) 是 玉 z》 民 了 (x) 的 最 高 从 因 于 ,出 gx) = 检 x)a-x》 有 单 很 ,它们 都 是 f(x》 
的 不 到 的 或。 

7. 愧 罗 瓦 理论 的 茵 本 定理 ”我们 现在 再 右 到 $4 的 抽象 愧 罗 
瓦 理论 的 讨论 并 首先 回答 我 们 在 54 末 提 出 的 刻 划 有 限 维 匣 罗 瓦 
扩 线 特 注 的 问题 ,结果 旭 下 

定理 一 域 了/ 和 是 上 的 有 限 维 伽 罗 瓦 扩张 当日 仅 当 PP 
是 一 可 分 多 项 式 fx) EB[x] 在 上 的 一 个 分 型 域 ， 

证 ， 设 fx) 为 可 分 多 项 式 ，fw) 一 下 Ce， 这 里 
fitx) 在 对 [x] 中 不 可 约 且 当头 了 有 时 记过 旋 则 项 os 只 有 
单 棚 。 另 外 :由 于 坊 及 访 在 了 夫 太 时 是 不 同 的 不 可 药 多 项 式 ， 它 
们 的 最 高 公司 子 等 于 1; 因 此 1 一 ao 六 人 zy 十 b(x)f(x), (atx)， 
btx) € Lz])。 出 此 推出 天 及 在任 何 扩 域 中 的 无 公 根 ， 从 而 
gg) 一 (x)fotx): :filx》 无 重 根 ,而 且 居 然 有 : 如果 PJD 是 
的 一 个 分 裂 域 , 则 它 也 是 # 的 一 个 分 裂 域 . 我们 知道 ,任何 分 裂 域 
都 是 有 限 维 的 ， 而 且 由 定型 6 可 以 推出 若 G 是 PjB 的 倪 罗 下 
群 ;5 则 《GG:1) 一 [P: 有 8] 设 四 一 1(G) 是 G 不 变 元 的 集 ， 则 
定 亚 5 的 4i 可 知 ， (31) 二 【P: 多 ]， 于 多 ' 忆 ,我 们 矿 
一 出 ， 这 就 证 明了 更 在 P 中 是 类 罗 瓦 的 或 P 在 更 上 是 佑 罗 天 
的 ,这 就 证 明了 条 件 的 充分 性 。 其 次 假设 P 是 名 上 的 有 限 维 徊 罗 
所 扩张 而 如是 其 若 罗 瓦 群 我们 知道 G 是 有 限 的 ,可 记 作 

C 一 {ss sy sn}, 


着 pe P， 则 称 它 在 jEG 下 的 象 拓 为 PP 在 了 /有 内 的 共 轿 元 . 


本 和 去 


我 们 可 设 mr。 -…，pr 是 互 异 的 且 此 集 包 括 了 全 部 比 入 共 斩 元 ， 
则 我 们 可 断言 je) 一] (z 一 ee e[z]， 要 证 明 这 一 点 训令 
;eG 且 没 :为 它 在 P[z] 上 的 使 # 一 * 的 扩张 ,这 样 我 们 训 有 
pr) 一 He 一 om) 由 于 元 pr, -…。pw 是 不 同 的 共 二 元 ， 


政 此 集 匙 共 厚 元 的 完全 系 ， 从 而 rx) 一 用 ss。 (CE 6)， 因 此 
Cw) EPEx]， 这 就 证 明了 任意 元 p EP 在 下 上 的 最 小 多 项 式 ( 这 
其 实 是 h(%))》 是 可 分 的 且 能 分 解 成 为 P[x] 中 的 线性 因子 的 积 ， 
现 设 (pj, pa ps) 是 Pj 的 一 个 基 , 而 且 fi(x) 是 pi 在 争 
上 的 最 小 多 项 式 , 则 Fe) 一 五 f(x) 蚌 可 分 的 ,而 且 显 然 P 基 f 在 
银 上 的 一 个 分 裂 域 . 

定理 5 讨论 的 伽 罗 融 对 应 可 用 来 论述 下 列 结果 ， 这 个 结果 传 
统 上 称 为 

伽 罗 豆 理 论 的 基本 定理 ， 设 是 一 个 可 分 多 项 式 在 由 上 的 一 
个 分 裂 域 ,G 是 Pj 名 的 贡 罗 丽 群 ， 对 于 @ 的 每 一 个 子 群 互 , 我 们 
令 外 上 的 P 的 世 不 变 元 子 域 瑟 与 之 对 应 ， 而 对 于 @@ 上 的 每 个 子 域 
我 们 令 6 的 于 群 右 与 它 对 应 ,五 组 苑 t 构成 ,而 * 对 于 EE 中 所 有 
的 元 6 都 有 e! 一 6, 那 末 这 两 个 对 应 是 互 逆 的 而 昌都 是 G 的 子 群 
集 与 在 下 上 的 子 域 集 之 间 的 又 射 ， 这 两 个 对 应 关于 包含 关系 都 
是 反 序 的 ,而 且 有 
(10) (H:1) = [P:B], (G:HY = [E:8], 
此 外 :, 互 在 G 内 是 不 变 的 当 且 仅 当 对 应 域 刀 在 盏 上 是 伽 罗 成 的 ;此 
时 瑟 / 台 的 各 罗 瓦 群 回 构 于 商 群 _G/E. 

这 里 的 全 部 结果 都 可 由 定 埋 5 及 它 后 面 的 附注 直 接 得 出 ,在 
屯 蛙 唯一 没有 了 明确 指出 的 是 公式 {1 站 ,但 由 定义 可 见 瑟 是 PIE 的 
灿 罗 下 群 , 政 ( 玉 :1) 一 [P:B]. 义 因 (6:1) 一 IP:@]， 故 

(GH) = {GD/AR:1) = [PIBIP:E] = {LE:®]. 
我 们 还 要 注意 (6: 一 [LE:@] 是 五 /有 到 Pj/ 内 的 不 同 的 同 
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均 的 个 头 ， 娶 看 请 这 ~ -点 可 考虑 元 sE G 在 E 上 的 限制 5: 对 于 
"41 。 


EGG 若 了 了 =F 则 0 一 T， 这 章 慰 着 or5e 万 故 陪 集 叫 
及 于 恒 等 。， 其 逆 可 池 转 以 代步 又 得 人 到。 由 此 可 见 集 {5|s& 
亿 含 (5G: 站 个 不 同 的 Ej@ 到 P7 内 的 问 构 。 我 们 还 知道 
Ej/ 对 到 Pj 名 内 的 同 构 不 起 过 [EK:] 二 (6G:H) 个 ( 宝 理 3 推 
论 ), 故 知已 取得 其 全 部 .附带 起 ,我 们 还 证 明了 Ej 加 到 Pj 多 内 
的 每 个 同 构 都 是 P/ 的 一 个 自 辐 构 的 限制 ,换言之 , 任 一 如 此 的 
同 构 都 能 扩张 成 一 自 同 构 ( 参 看 54 习题 的 第 7 题 ). 

8. 正规 扩张 . 正规 闭 包 在 上 节 开 始 时 我 们 给 出 了 可 分 多 项 
式 的 分 裂 域 钓 一 个 抽象 特征 ,它们 愉 是 有 限 维 伽 罗 瓦 扩张 ,我 们 现 
在 将 给 出 任意 分 裂 域 的 阴 个 抽象 特征 

定理 10。 对 于 考 限 维 扩 张 了 /多 来 说 ,下 列 三 条 和 任 是 等 价 的 : 

(1) PI® 是 一 多 项 式 x) [x] 的 一 个 分 异域 . 

(2) 了 /有 到 一 扩张 域 A /加 内 的 任何 同 构 * 都 是 一 个 自 同 


构 。 

《3) 有 一 根 在 了 中 的 每 个 不 可 约 多 项 式 g(x) E ZB[x] 都 是 
Pfx] 中 的 线性 因子 的 乘积 . 

证 (过 (2)("=> 表示 “可 推出 ): 设 P 了 = DP(pi, ps， … 
ps), 在 PL[z] 中 fz) 一 T(x 一 py) 且 天 Egg[x。 息 设 A 辽 
P2 四 ,而 :是 Pj 到 A/9 内 的 一 个 同 构 , 由 于 flpi) 一 4, 我 
们 有 其 e ) 一 0， 因为 {ps} 是 1tx) 在 A 中 的 根 的 完全 系 ， 顽 
必 是 p; 中 的 菜 一 个 ， 因 此 5 将 了 一 全 (pj, pp pn) 的 每 个 生 
成 元 Pi 映 入 了 内 , 芯 P'SESP， 由 于 :是 1 一 1 争 线 性 的 及 [P:PD] < 
co， 我 们 有 P 一 了 ， 救 5 是 一 个 自 同 构 。(2)>(3)， 假设 Pj 
到 任何 扩 域 A /四 内 的 每 个 同 构 都 是 一 个 自 同 构 ， 设 g(x) 在 
Dlx] 中 不 可 约 且 在 P 中 有 一 根 o, 将 P 写 成 一旦 (pp 
Pm)， 而且 fitx) 是 pi 在 吕 上 的 最 小 多 项 式 , 令 


Ki = g(x) [Fe 
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且 设 A1P 是 Hx) 在 P 上 的 一 个 分 裂 玻 。 因为 pi €P 了 ,f(x) € 
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外 [z1，A 也 是 f(x) 在 .上 的 一 个 分 烈 堪 , 而 且 它 包含 g(x)》 在 
由 上 的 一 个 分 杉 域 ,因此 我 们 可 推 得 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 g(x) 的 
包含 在 全 中 的 每 个 根 e 都 被 包含 在 PP 中， 那么 g(x) 就 是 PLx] 
中 的 线性 苇子 的 汇 积 。 在 证 明 这 命题 时 注意 到 ， 由 于 gtx) 在 
DP[x] 中 是 不 可 约 的 , 8(o) 一 0 二 glo)， 因此 存在 一 个 风 (c) /下 
到 gc 和 内 的 同 构 “使 一 只 于 是 我 们 可 将 和 看 做 x) 一 
F(x) 在 加 (5) 上 的 及 在 日 (m) 上 的 分 裂 域 , 因此 分 模 域 的 主要 向 
构 定 理 ( 定 型 乓 表明 * 能 扩张 成 为 的 一 个 自 同 梅 *, 由 于 oi 一 « 
(gt 起),，s 是 入 的 一 个 下 自 同 构 , 它 在 P 上 的 限制 是 Pj 到 入 /由 
内 的 一 个 启 构 ,因此 ,由 假设 ,这 个 限制 是 了 十 的 一 个 自 同 梅 . 由 
于 cgP， 才 有 of 一 oo EP 了 P， 这 就 证 明了 (3)。 (3) 过 (1): 将 
号 成 了 二 Bt{lp ,ps po) 设 jtx) 是 pj 在 中 上 的 最 小 多 项 
式 , 若 43) 成 立 , 则 (x) 是 PLx] 中 的 线性 因子 的 乘积 ,因此 Pj 
是 x) 一 If(x》 的 一 个 分 裂 域 。 证 毕 ， 

满足 定理 10 的 任何 一 条 件 《 因 而 满足 全 部 条 件 )] 的 有 限 维 扩 
张 PJ@ 称 为 正规 扩张 ， 最 然 由 条 件 (1) 可 得 : 若是 中 上 的 正 
规 扩张 ,而 E 是 Pj8 的 一 个 子 域 , 则 P 是 E 上 的 正规 扩张 。 吨 一 
方面 ,着 P 盖 瑟 之 肌 ， 则 有 可 能 出 现 PIE 及 EE 名 都 是 正规 扩张 
而 P/8 却 不 是 正规 扩张 的 情 氏 (和 饥 下 面 喜 题 的 第 1 题 )。 使 

P= gio, on) 

是 囊 的 任意 有 限 维 扩张 ， 量 大 人 二 f(x)， 这 里 的 f(z) 是 o 
在 下 上 的 最 小 多 项 式 ， 设 人 JP 是 1(x) & 6B[x] 的 一 个 分 裂 威 ， 
则 A/@ 是 f(x) 的 一 个 分 裂 域 ,因此 AjB 有 是 正规 的 现 设 A'j@ 
是 P7 9 的 任 一 正规 扩 捕 ,出 于 全 包含 5g 侧 f(x) 在 由 中 不 可 
约 , 定 青 8 的 条 件 (2) 表 上 朋 生生 包含 fx) 的 一 个 分 裂 域 ， 因 此 
有 一 个 A/@ 到 A 多 内 的 同 构 ， 由 此 可 推出 入 的 包 念 P 的 任何 
真子 虞 在 四 上 都 不 是 正规 的 。 我 们 现在 定义 Pj 名 的 一 个 正规 闭 
包 为 多 的 “个 包含 了 的 正规 扩张 ， 它 有 人 性质: 尾 何 包含 P 的 喜 子 
域 在 下 上 都 不 是 正规 的 ,内 此 我 们 能 够 说 : 和 /$$ 是 Pj 的 一 个 
正规 闭 包 ,而 关于 从 及 入 的 附注 表 朋 这 样 的 一 个 扩张 在 踢 间 和 构 的 
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意义 下 被 P/8 完全 确定 。 
习 本 9 


1. 设 PP 一 Ro ”3),Ro 为 有 再 数 域 ; 叉 设 FF 二 RoCYZ)SP. 证 明 PJE 及 BjR, 
是 政 规 的 但 PJR。 却 不 是 正规 的 . 

4 代数 扩张 的 结构 。 可 分 性 ” 域 的 结构 理论 将 在 第 四 章 中 详 
细 讨 论 ， 肯 前 宜 于 推导 出 代数 扩 绽 的 基本 定理 及 更 一 般 的 任意 域 
Pi@ 的 代数 元 集 的 基本 定理 。 我 们 在 卷 1( 中 译本 p.169) 中 已 经 
证 明 : 如 果 了 是 和 上 的 一 个 域 ， 则 由 了 的 更 上 的 代数 元 组 成 的 子 
集 4 作成 由 上 的 一 个 子 域 ， 而 下 了 的 每 一 个 4 上 的 代数 元 必 包 合 
于 4 中 , 子 域 4 多 称 为 四 在 中 的 代数 出 包 。 如 果 多 一 4， 册 
多 称 为 在 上 中 为 代数 闲 的 ; 奉 P 一 4( 即 P 的 每 个 元 都 是 @ 上 的 
代数 元 )， 如 域 P/@ 称 为 代数 和 的。 上 面 引述 结果 的 第 二 部 分 

: 车 地 旦 更 在 P 中 的 代数 闭 包 ， 则 4 在 P 中 是 代数 闭 的 。 我 们 
将 给 出 这 些 结果 的 另 一 证 明 ， 这 一 证 肯 基 于 $5 引 理 2: 若 p, 是 
有 (py pi_1) 上 的 代数 元 ， 则 有 py Ps，'"*, ps) 1B 是 有 限 维 
的 ， 现 设 4 是 由 上 前 全 上 的 代数 元 构成 的 集 ， 和 且 设 p, o€ 4， 则 
(tp, 9) 是 有 限 维 的 。 出 于 对 了 于 超越 元 gr 是 无 限 难 的 ， 
收 可 推 得 则 (pp。 0) 的 每 个 元 部 古人 名 上 的 代数 元 ,特别 地 ，p 士 #， 
pa 及 p( 当 p 关 0 时 ?部 是 代数 元 。 由 于 P 与 0 是 P 中 的 任 
疙 元 ,由 此 可 推出 4 是 P 的 一 个 子 域 ， 显然 还 有 式 二 更 现 设 P 
是 了 的 在 4 上 前 代数 元 月 设 1) 一 各 十 px 十 十 ou 是 它 
在 4 上 的 最 小 多 项 式 , 则 mE 4， 因 此 是 多 上 的 代数 元 。 此外, 显 
然 P 是 to ay as) 上 的 代数 元 ,于 是 可 得 出 Bm, oa， 
any p} 是 而 上 的 厅 限 维 扩 张 域 ,因此 5 是 旬 王 的 代数 元 ;从 而 4 在 
域 了 中 是 代数 刻 的 、 我 们 所 证 滑 的 有 头 P 中 攻 的 代 煞 闭 包 的 结束 
可 推出 以 下 传递 性 ; 车 B14 是 代数 的 且 478 是 代数 的 ， 则 
8/@ 也 是 代数 的 . 为 此 令 T7@ 是 由 ‘Bi/@ 的 在 @ 二 的 代数 元 组 
成 的 子 域 , 显 然 工 忆 4， 我 们 已 经 看 到 ， 若 EB 是 了 上 的 代数 
元 ， 风 它 属于 TT， 另 一 方面 ,若是 8 的 任意 元 ; 则 ?是 4 上 的 伐 
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数 元 ,因此 也 是 了 上 的 代数 元 ， 故 8E TFT， 这 表明 吾 王 了 是 由 上 
的 代数 扩张 . 

美 于 代数 元 还 有 几 个 有 用 的 附注 值得 记录 于 此 以 便 今 后 参 
车 .其 中 第 一 个 是 隐 含 在 前 面 我 们 已 证 明 的 定理 中 的 ， 它 是 : 车 
中 是 域 P19 的 一 个 子 代 数 ， 则 所 的 每 个 元 在 名 上 都 是 代数 的 
当 且 仅 当 所 的 每 个 有 限 子 集 XX 都 被 包含 在 一 个 有 限 维 子 代数 半 / 针 
之 中 ,由 此 可 推出 : 每 个 5€ A 都 是 上 的 代数 元 ,因为 由 它 可 推 
出 8[8] 是 有 限 维 的 . 另 一 方面 ， 若 % 的 每 个 元 都 是 代数 的 且 
XX 二 {62 ， 则 我 们 记 引 用 的 引 理 表 肯 人 @(&, 二， *， 
sm) 是 有 限 维 的 .我 们 还 要 记 住 

PB[$,, 点 3 | 一 BD(E,, 如 点) 

由 此 推出 ， 若 所 的 每 个 元 都 是 代数 元 , 则 针 是 Pj 甸 的 一 个 子 域 . 
我 们 还 应 和 注意! 车 Ej 是 PS 的 ~- 个 代数 子 域 而 入 名 是 任 
意 一 子 域 ,由 由 百 吧 入 生成 的 于 代数 EA 名 是 一 个 子 域 , 它 在 入 
上 是 代数 的 . 要 天 清 这 点 我 们 注意 EA 是 形 如 28i6;(e; € EE， 
56EA) 的 元 的 集 。 内 此 : 若 X 是 BA 的 一 个 有 限 子 集 , 则 存在 一 
有 银子 集 fs， 使 于 的 每 个 元 部 是 所 的 一 个 各 线性 组 合 。 由 二 
也/ 出 是 代数 的 ， 因 此 我 们 可 将 集 {8&4} 岩 入 一 个 有 限 维 子 代数 , 
车 用 此 子 代 数 的 一 个 基 {53} 表示 s:， 则 可 见 天 的 每 个 元 有 形式 
385;€ 入 )， 因 为 nmi 一 27YianntYiw 多)， 显 然 1 的 入 线性 
组 合 的 党 An 是 了 /A 的 一 个 子 代数 ， 因 此 我 们 证 明了 BA 的 
每 个 有 限 子 集 被 包含 在 A 上 的 一 个 有 限 色 了 予 全 数 之 中 ， 因 出 EA 
的 每 个 无 都 是 入 上 的 代数 元 ,中 EA 是 一 个 子 城 ， 

一 代数 元 PE 了 /中 称 为 史上 的 可 分 (代数 ) 元 ， 妇 果 它 人 在 和 上 
的 最 小 多 项 式 是 可 分 的 . 显然 如 在 和 上 是 可 分 的 当 且 仅 闪存 在 一 
多 项 式 f(x) € 人 台 [x]， 它 有 不 同 的 根 使 Kp) 一 0， 还 有 ，P 是 可 
分 的 当 且 仅 当 在 在 一 多 项 式 fx) EB[x] 侍 flp) 二 中 且 (ff, 二 
1。 车 几 是 到 的 一 个 扩 盖 域 , 则 在 人 [x] 下 我 们 将 仍 有 (1, 六 一 1 
(这 是 因为 (有 上 有 一 时 二 好， 参考 着 | ee 113 习题 48 
的 第 了 题 )。 出 此 可 得 ， 若 才 / 有 是 了 Pj 甸 的 - :个子 域 开征 p EP 了 
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是 8 上 的 可 分 元 ， 则 P 也 是 针 上 的 可 分 元 素 。 我 们 在 $6 中 已 经 
看 到 系数 在 特征 为 0 的 减 中 的 每 个 多 项 式 都 是 可 分 的 。 罗 此 ， 我 
们 要 考虑 的 诸 结果 在 特征 0 的 情况 下 是 当然 的 . 

扩张 P/ 更 称 为 (代数) 可 分 的 ， 如果 每 个 元 p EP 是 上 的 
可 分 元 , 设 4 更 是 代数 域 ，3 是 陈 的 册 东 上 的 可 分 元 组 成 的 子 
党， 我 们 型 证 明了 是 包含 的 一 个 子 域 币 且 有 4 的 每 个 在 上 的 可 
分 元 必 包 含 于 了 之 中 ,为 此 需要 下 列 结论 ; 

引 理 1 设 P 了 PE 宇 甸 ,其 中 及 台 是 P 的 子 域 ,而 且 Ei/@ 
基 有 跟 维 项 罗 真 扩张 。 则 了 的 在 百 上 为 可 分 的 代数 元 8 也 是 .上 
的 可 分 浇 数 元 

证 没 glx) 是 9 在 马上 的 最 小 多 项 式 ， 荐 ?是 了 并 的 机 
罗 瓦 车 6G 的 元 , 则 * 有 唯一 的 一 个 到 ELx] 上 的 扩张 满足 六 一 >x。 
令 g(r) gC) gx) 是 g(x) 在 1 EG 下 的 不 同 的 象 ， 


作 Ke = ][ gC ， 划 对 于 所 有 :EG 有 (x) 一 js), 由 此 


推出 1(x) BIx]。 由 于 在 E[x] 中 g(x) 量 不 可 约 的 匡 (8, 8) 一 1， 
这 对 于 每 个 gi 也 成 立 。 因 此 每 个 后 (Cs 和 都 有 不 同 的 根 。 偿 应 注 
意 , 若 1 关 7， 则 gi 及 gi 是 互 案 的 ,否则 (8 811) 一 (x) 一 
gritx( 因 为 它们 在 [xj] 中 是 不 可 约 的 ), 这 与 i 关 1 上 时 gi 天 gi 项 
盾 , 故 上 一 {gi, 8 门人 队 和 而 在 f(x) 的 一 个 分 裂 城 中 它们 没有 公共 
根 , 于 是 显然 f(x*) 有 相模 根 , 由 于 1(9) 一 0 及 了 E8[r]， 故 知 
日 是 更 上 的 可 分 元 。 

显然 , 若 pt€ E， 则 P 是 上 上 的 可 分 代数 元 (有 最 小 多 项 式 
x 一 p)， 因 此 引 理 1 表明 P 是 下 上 的 可 分 元 。 柳 和 旬 话说 ,我 们 有 

推论 ， 任 一 有 限 维 毁 罗 瓦 扩张 都 是 可 分 的 . 

至 此 可 证 可 分 性 的 主要 结果 : 

定理 11， 若 4/@ 是 代数 扩张 , 则 有 4 的 在 重 上 的 可 分 元 之 集 
于 是 一 个 包含 的 子 域 ， 此 外 ， 呈 包含 4 的 所 有 在 上 的 可 分 代 
数 元 ， 

证 设 pacZE gr) 及 hlx) 分 别 是 及 = 在 笛 上 的 最 
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小 多 项 式 , 则 fx) 一 g(x)h(x) 是 可 分 多 项 式 . 若是 Hw) 在 
(Cp, 9) 上 的 一 个 分 发 域 ，。 则 A 也 是 f(x》 在 上 的 一 个 分 必 域 
《8(ey 9)/@ 的 正规 闭 包 ), 因 此 和 /向 是 如 罗 瓦 扩张 , 故 由 上 面 的 
推论 知 各 的 每 个 元 者 屿 四 上 的 可 分 元 ,特别 地 ，p 士 a pay pe，( 当 
2 过 0 时) 及 年 的 每 个 元 都 是 理 于 的 可 分 元 ,这 就 证 明了 3 是 包含 
多 的 - 个子 域 ， 现 设 8 是 4 的 一 个 在 3 上 的 可 分 代数 元 ,而 
x 二 pr 十 -十 pnlpi £2) 

是 它 在 上 的 最 小 多 项 式 , 了 于 域 加 (pps，,'"",pn;9) 是 下 了 的 有 
限 维 扩张 域 ， 设 4 是 它 的 正规 闭 包 , fitx)》 是 pi 在 PH 上 的 最 


小 多 项 式 , 则 入 包含 fx) 一 J] fz) 的 一 个 分 异域 E19, 由 于 


fw) 明 可 分 多 项 式 , 所 以 这 个 域 是 外 上 的 人 昕 罗 瓦 扩张 ;显然 二 
(ps ps pr)， 还 有 8 是 人 Dlpi, pi: …， po) 上 的 可 分 元 ,这 
是 因为 x" 十 px”! 十 …" 十 ps 是 它 的 最 小 多 项 式 ， 因 此 6 是 EE 
上 的 可 分 代数 元 ;由 引 理 1， 日 是 更 上 的 可 分 代数 元 ， 这 就 证 明了 
第 二 个 论断 ， 

若 一 代数 扩张 4/ 名 所 公有 的 可 分 元 都 是 外 的 元 ,， 则 称 419 
昨 纯 不 可 分 的 ， 类 做 地 ,一 代数 元 是 ?上 网 纯 不 可 分 无， 如 果 
名 (Lp)/ 轨 是 纯 不 可 分 扩张 。 显 然 由 定义 可 得 。 若 P 同时 是 再 上 的 
可 分 元 及 纯 不 可 分 元 ， 巾 p€ 有 此 外 要 注意 的 是 : 一 元 可 以 是 
不 可 和 分 元 (一 不 是 可 分 元 ) 而 不 必 是 纯 不 可 分 元 【请 参阅 下 面 的 习 
题 的 第 3 是 ). 着 4/ 多 是 代数 的 ，3/@ 是 41B 的 报 大 可 分 子 
域 ( 即 所 有 可 分 元 的 子 域 ), 则 定理 11 的 第 二 部 分 断言 413 是 纯 
不 可 分 的 。 这 表明 每 个 代数 扩张 418 可 由 两 个 " 纯 " 步 又 组 成 : 
第 一 步 是 作出 一 个 可 分 扩张 /加 ， 第 二 步 作 一 纯 不 可 分 扩张 
4/3,， 定理 11 的 第 二 部 分 及 本 节 开 始 时 用 到 的 有 关 代数 扩 业 的 
判断 可 推出 传递 性 : 若 4/ 呈 及 B14 都 是 可 分 代数 扩张 ， 则 
3 /5 也 是 可 分 代数 扩张 . 我 们 现在 米 证 明 一 个 有 关 纯 不 可 分 扩张 
的 类 似 的 传道 狂 ， 由 于 上 列 结 论 在 特征 为 0 的 域 中 是 当然 的 ， 因 
此 我 们 将 在 本 节 的 其 余部 分 研究 特征 为 p 关 0 的 域 ,我 们 需要 以 
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下 的 关于 可 分 元 及 纯 不 可 分 元 的 重要 判定 法 : 

引 理 2 设 @ 是 特征 为 p 震 0 的 域 ， (0) 一 扩张 域 的 代数 元 
P 是 全 上 的 可 分 元 当 且 仅 当 $B(p) 一 是 (pg 一 Bp?) 一 {ii) 
著 P 是 纯 不 可 分 元 ， 则 其 最 小 多 项 式 有 形式 x?* 一 ala Ee 人名); 反 
之 :着 满足 作 zr” 一 EB(e > 0) 形 的 方程 ， 则 ?是 6 上 的 纯 
不 可 分 元 . 

证 设 gtx) 是 P 在 多 上 的 最 小 多 项 式 ，(i) 首先 假设 ?不 
是 可 分 元 * 则 g(x) 一 A(x?) 且 p? 是 有 (x) 的 一 个 根 , 因 此 

[中 pp 各] < degh(x) < degglx) = [Pp):], 
故 P(p?) CBP(tp)。 其 次 假设 是 可 分 元 , 故 glx) 有 不 同 的 根 , 设 
h(x) 是 P 在 甸 (p?) 上 的 最 小 多 项 式 , 则 (x)1gCx)， 所 以 下 
有 不 同 的 根 ,但 P 也 是 多 项 式 x? 一 pr EP(pn)[x] 的 一 个 根 ,因此 
hr)|xt pr (r+ 一 p)*. 由 于 B(x) 有 不 民 的 根 ， 这 可 推出 
hw 一 二 一 pp 因此 p EB(p?) 一 @[p?], 而 且 P 是 pr 的 一 个 系 
数 在 盏 中 的 多 项 式 , 取 ? 次 握 后 得 or 是 oP 的 一 个 系数 在 名 的 多 
项 式 , 故 pt 名 (Lp)， 重 复 这 种 步 又 得 
Pp) — Dp) 一 名 (of ) = 
这 就 证 明了 {站 ，( 训 没 P 是 8 上 的 纯 不 可 分 元 且 写 成 g{x) 一 
刀 x?*)， 这 里 。 是 满足 这 式 的 最 大 数 。 则 (x) 关 0, 因 若 不 然 将 
有 &(w) 一 让 x?) 及 gtx) 一 Kx )， 这 与 的 选择 注 盾 ,我 们 
有 所 op) = 0。 故 pr 是 一 可 分 多 项 式 的 根 ， 由 于 假设 ?是 纯 不 
可 分 的 ， 改 推出 or 一 a 且 6 是 xz 一 a 的 一 个 根 , 由 于 
8(x) 一 外 zx”) 是 P 在 多 上 的 最 小 多 项 式 ,显然 gx) 一 wr 一 a， 
次 没 对 于 某 个 非 负 整数 ce，p” 一 cc, 设 ozE @B(p) 一 8[p], 芍 
om 二 tp 二 :十 amp™(at BB)， 所 以 
or of + of pr + -+ Fat (pi)"E GS. 

车 5 是 可 分 元 , 则 由 人 有 $C0) = 二 名 (0o7*)， 因此 B(0) 二 及 
cf 和 改 训 是 纯 不 可 分 元 。 

这 个 引 理 的 第 二 部 分 表明 4/@ 是 纯 不 可 分 扩张 当日 仅 当 有 4 
的 每 个 元 满足 方程 x*?” 一 a€ 名 ， 由 于 (x?")? 一 xz， 这 可 推 
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出 : 若 8/4 及 418 都 是 纯 不 可 分 扩张 ， 则 BJ 也 是 纯 末 可 
分 扩张 、 由 引 理 的 第 二 部 分 还 可 见 ， 车 4 在 8 上 是 纯 不 可 分 的 ， 
则 它 在 PJ@ 的 任 一 子 域 上 都 是 纯 不 可 分 的 . 


习 题 30 


1. 设 4 有 是 代数 扩张 , 验 钙 二 的 在 由 上 为 纯 不 可 分 的 元 + 的 集 组 成 旬 含 让 的 一 
个 子 域 . 

证 耳 是 域 CP) P 一 1 )， 这 里吉 轨 蚌 未 定 元 (参考 45 习题 的 第 3 
是 ?, 设 中 一 PCS 7 一 习 一 志 )， 证 明 fP?8] 一 pg! 并 确定 PJ 二 的 极 大 可 分 十 
域 ， ， 

3.〔]. D. 莱特 (Reid)》P 如 第 2 题 折 示 ， 瑟 一 PS)。， 这 里 5 一 5? 十 才 7. 
证 明 [E:P] 和 = pg? 且 Ej 是 林 二 分 扩张 十, 并 座 ERAP 不 能 包 省 不 属于 也 的 P 上 的 纯 
不 可 和 分 元 ， 

4. 设 Pj 更 是 代数 扩张 ，P(,， 才 。，"…s 帮 r) 是 P[ 二 ，。 专 2 二)] 的 分 式 域 :点 ,是 未 
定 元 ,4 是 P(§) 中 形 如 Fe”! 的 元 的 梨 * 这 里 FEPTS,5*… 者 "1 中 天 明 [ 上 点- 
证 明 4 是 PC 当 站 /加 (45 专 *》 的 一 个 子 域 : 它 是 代数 的 .再 证 4 一 PC,，…， 
所) 从 而 每 个 系数 在 P 中 的 非 零 参 藉 式 有 一 个 系数 在 得 中 的 非 零 模式 ， . 

10. 可 分 次 数 与 不 可 分 次 数 .。 正规 扩张 的 结构 ”我 们 在 本 池 

讨论 的 域 询 假定 是 特征 p 关 0 的 ,并 且 考 虑 的 是 有 限 维 扩 张 ， 对 
于 这 样 的 具有 极 大 可 分 子 域 2/ 的 一 个 扩张 P/ 我 们 考虑 维 
数 5zZ:8] 及 [P 了 :3]， 它们 分 别称 为 Pi/® 的 可 分 次 数 及 不 可 分 
次 数 ,并 写成 [33:8] 一 [P:$],，[P:3] = [P:@];，。 那么 我 们 有 
ftly) [P:B] = [PFP:$] [PP:® 1]. 
我 们 现在 证 明 [P:$]; 一 p， 这 就 是 说 一 个 纯 不 可 分 扩张 的 维 数 
是 其 特征 的 一 个 方 短 :车 了 一 忽 ,， 这 越 显然 的 ， 因 为 1P:$]== 
1 二 pP; 百 则 设 p EP, 但 pg 生 ， 则 $9. 引 理 2 表 明 , P 在 更 上 的 
最 小 多 项 式 有 次 数 p'(e > 门 ,政和 (pp): $9] 一 六 而 县 [了 :再 (四 ]< 一 
[P:P}。 由 于 PP 是 tp) 上 的 纯 不 可 分 扩 域 ,我 们 可 (对 维 数 作 归 
纳 ) 假 设 [P:@B(p)] = pt， 从 而 [P:B] 一 pp? 一 pr, 

我 们 现在 考 感 接连 的 两 个 有 限 维 扩张 : 设 AP 是 有 限 维 扩 
张 和 而且 P/ 肌 也 是 有 限 维 扩 张 , 风 入 /多 是 有 限 维 扩 张 ; 我 们 已 经 
看 到 , 若 PjB 及 APP 痢 是 可 分 ( 纯 不 可 分 ) 扩 张 , 则 和 /8 也 是 
可 分 ( 纯 不 可 分 ) 扩 张 ; 着 Pj/@B 是 可 分 的 而 AP 了 是 纯 不 可 分 的 ， 
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则 易 见 -PJ@ 是 AjB 的 极 大 可 分 子 域 ,内 此 [A:8], 一 FP :用 ]s 
而 [A:81; 一 【A:P]。 现在 表演 开 它 们 的 有 趣 的 搭配 ， 设 PP 
是 纯 不 可 分 的 ，A/P 是 可 分 的 ,我 们 将 证 明 最 后 的 4/ 的 级 大 
可 分 子 域 与 A/P 有 外 网 的 维 数 ,一 个 较 简 短 的 命题 是 如 下 ， 

引 理 。 设 A/P 是 可 分 的 ，P/@ 是 纯 不 可 分 的 ， 则 A/ 多 = 
P@e3， 这 里 的 3/@ 是 A1@ 的 极 天 可 分 子 域 , 而 且 

[A:P] = [3:®} 

证 从 导言 中 的 XH 易 见 命题 A 一 P @oZ 等 价 于 :在 在 
3 的 一 个 @ 基 , 它 同时 又 是 人 A 的 一 个 P 基 ,这 就 可 得 到 [3:9] 一 
LA:P}。 现 在 来 确定 这 个 基 的 形式 ， 首 先 , 设 (3,, 而,……，6,) 是 


AjP 的 一 个 基 , 写 出 BB, = > PiikB > pik E P. 若 #8 是 么 的 全 一 
大 


元 ，8(x) 一 Art 是 它 在 加 上 的 最 小 多 项 式 ， 而 4(x) 是 可 分 
多 项 式 , 则 8 在 @ 上 是 可 分 的 ， 因此 32 一 89)?" 也 是 可 分 
的 。 由 此 推 得 : 我 们 可 选取 。 使 每 个 8 及 每 个 p 扩 是 有 上 的 
可 分 元 。 由 于 P/@ 是 纯 不 可 分 的 ， 出 它 可 得 os 一 pf 中， 
我 们 有 89389” 一 Zpfr 3， 因此 车 令 好 一 6, 则 有 oi€E2 


”oi C= EO TS ir E 多 ， 我 们 说 (a, 0 on) 是 各 下 、 


同时 又 是 王 / 和 的 一 个 基 。 我 们 首先 由 em 的 乘法 表 可 以 看 出 
2 gui 是 5/ 加 的 一 个 生子 代数 ,而 po 是 A1P 的 一 个 


P 子 代数 ， Xo 的 个 数 也 是 1 因此 玻 证 明 {os Try ***y Tn) 是 
和 的 一 个 了 P 基 ,只 要 证 明 每 个 8€ A 是 oi 的 一 个 P 钱 性 组 合 就 行 
了 ; 要 证 明 《cy ao) 省 了 的 一 个 由 基 也 只 要 证 明 每 个 
cez 是 的 一 个 自 线 性 组 全 就行 了 ， 这 是 因为 : 车 它们 是 了 线 
竹 无 关 的 ， 则 它们 必定 是 惠 线 狂 无 关 的 、 现 设 5€A， 则 3 是 P 
上 的 可 分 元 素 ， 因 此 8EPIpe] 我 们 有 6 一 3pr8ifpEP)， 这 
是 国 为 【2 … 5) 是 一 个 P 基 。 因 此 
87 = Bpf 0 ~ Sop’o € EPo,. 


由 于 8 PL3], 这 可 推出 8€ 之, Poj。 次 设 oz€ 3, 则 如 刚才 所 
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证 ， 6 一 porkeore Pp). 若 + 尽 够 大, 并 


py' EB, of — Bp of € HD) ba. 
由 于 #6 是 儿 上 可 分 元 ,o EB[o?] 守 ,Bo0;。， 证 毕 . 


我 们 现在 可 以 证 明 

定理 12， 落 AP 及 Pj 都 是 有 限 维 扩 焉 , 则 
(12) [A:B], = [A:P][P3: 册 [和 :人 区] = [A:P]{P:$1],. 

证 ”只 须 证 明 第 一 个 等 式 就 够 了 ， 因 为 第 二 个 可 由 它 及 (11) 
推 得 ， 首先 设 AP 是 纯 不 可 分 的 ， 则 全 /名 的 在 硬 上 可 分 的 任 
一 元 部 是 在 P 上 可 分 的 ， 从 而 属于 了 P。 玖 Aj@ 的 极 太 可 分 于 域 
Zi 必 包 售 于 P 中 : 它 是 Pj$ 的 极 大 可 分 子 域 ， 因 此 [A:8], 二 
[P:$],。 另 一 方面 , 因 AfP 是 统 不 可 分 的 ，1JA:P]. = 1， 因此 在 
此 情况 下 (12) 成 立 。 次 设 AP 是 可 分 扩张 域 ,将 Pj@ 的 极 大 可 
分 子 域 /名 作为 基 域 考虑 ， 在 可 分 扩张 AP 及 纯 不 可 分 扩张 
Pj》 上 应 用 引 理 可 得 [A:P] 一 [2':2], 这 里 35/3 是 AA/3 的 
极 大 可 分 子 域 ， 由 于 可 分 柱 是 传递 的 ，、 显 然 名 是 和 /9 的 极 
大 可 分 子 域 ,因此 ,由 定义 fA:@], 一 [2':8@],， 且 

[A:B], = [$1 = [2 :E12:Y] = [A:PJIZ:P], 
显然 ，[3: 风 ] 一 LP: 省 ]:， 而 且 由 于 和 /PP 是 可 分 的 ，[A:P] 一 
[A:P 了 ].， 将 空 代 人 上 等 式 就 可 得 到 等 式 《12]、 政 在 这 种 情况 下 ， 
{12) 是 成 立 的 。 最 后 设 AJP 是 任意 的 ，E/P 是 AjP 的 极 大 可 
分 子 域 ， 则 AjE 是 纯 不 可 分 的 。 然后 考虑 刁 卫 P 之 由 【这 里 
EjP 是 可 分 的 ) 我 们 就 可 见 [E:$], 一 [ 瑟 :P],[P: 册 ]:。 由 于 总 /7 
是 纯 不 可 分 的 ,将 第 一 种 情况 应 用 到 入 二 EE 宇 鲁 可 得 [和 :出 ],= 
[A:E][E:]:。 同 理 ， 若 莓 天 反之 瑟 二 PP， 则 可 得 [A:D], 一 
[人 :上 ]:LE:P],。 将 它们 联合 起 来 ,可 得 
[A:Bl, = [A:E]L[IE:S], 
=— [AED]IE:P]IP:D), 
= [A:P]LP:],, 
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这 让 是 在 一 般 情 况 下 的 (12)， 

我 们 已 经 看 到 , 兰 Pf@ 是 如 罗 瓦 扩张 , 则 P/ 条 是 可 分 的 ($9 
引 理 | 推论 ); 又 由 于 Pj@ 是 一 个 分 型 域 ， 所 以 这 个 扩张 是 正规 
的 . 反之 , 若 Pj@ 是 正规 的 及 可 分 的 ， 则 PB 是 一 个 可 分 多 项 
式 的 分 裂 域 ， 困 此 P/@ 是 人 徊 罗 瓦 扩张 .所 以 条 件 “P/@ 是 全 用 
瓦 扩 张 "等 价 于 ”Pj 二 是 可 分 的 及 正规 的 扩张 .” 我 们 还 要 指出 的 
是 ， 生 一 纯 不 可 分 扩张 P/@ 都 是 正规 扩张 .要 证 明 它 可 对 ceP 
取 不 可 约 多 项 式 g(x) EB[x] 巨 设 gto) 一 0， 则 gz)y 是 * 在 
上 的 最 小 多 项 式 ， 故 g(w) 二 x 一 Gg。 由 于 of 一 a 我们 有 
分 解 g(x) 一 xz” 一 一 x 一 0 一 (x 一 000)”, 收 g(x) 是 PLx] 
中 的 线性 因子 的 乘积 ， 从 而 PJ@ 是 正规 的 ， 下列 定 理 给 出 正规 
扩张 结构 的 一 个 烦 为 精确 的 描述 : 

定理 13.。 若 P/B 是 有 限 维 正 规 扩 张 , 则 了 一 3@oT， 这 里 
/外 是 伽 罗 囊 扩张 ,而 了 /8 是 纯 不 可 务 扩 张 。 反之 , 若 了 /出 是 
一 个 有 限 维 纯 不 可 分 扩张 ， 卫 /外 是 有 限 维 可 分 扩张 则 代数 
Pi@ 一 TO@oZ 是 一 个 域 而 且 当 3/@ 是 炳 罗 瓦 扩张 时 是 一 个 正规 
扩张 。 

证 假设 了 /B 是 一 个 有 限 维 正规 扩张 ， 令 为 名 上 纯 不 可 
分 元 的 集 , 则 本 是 全 上 的 一 个 子 域 ($ 9 习题 中 的 第 1 题 ). 进 PEP 
及 glw) 是 P 在 @ 工 的 最 小 多 项 式 ，g(x) 一 有 h(x?")， 这 里 h(x) 
是 可 分 多 项 式 。 由 于 glx) 在 [Lx] 中 是 不 可 约 的 ,显然 hx) 在 
8fix] 中 也 是 林 可 约 的 。 因为 久 p*) = 0, 由 P/ 生 的 正规 性 可 
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推出 在 P[x] 中 h(x) 一 [] (zx 一 6)， 再 有 
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go = hr?") = TT We” — 86) 


在 P[*] 中 也 是 线性 因子 的 一 个 乘积 ,因此 x” 一 8; 有 一 根 p; 在 
P 中 ,从 而 六 一声 一 x 一 pf 一 (x 一 pi 改 


ge) = he) = TI Ger 8) = Tar 


sn 


瑰 使 (x) =][ (x 一 jp)， 由 于 二 pr 是 相 民 的, 记 轩 各 pi 


也 是 相 开 的， 我 们 有 (Cx)? = I(x" 一 p7) 一 Jr 一 有 一 
gf 著 下 (人 一 和 十 ae 二 二 go 则 oj EP, 

RCR = Pt om bg 十 士 吃 一 gfx 
这 表明 喀 E8， 故 本 ET， 而 AceETIr， 由 于 旦 帮 (zy 的 
一 个 根 且 *(x》 的 根 相 异 ， 改 ? 是 工 上 的 可 分 元 。 上 庄 于 2 是 P 的 
在 意 元 ,这 就 证 明了 PJT 是 可 分 的 , 由 本 节 开 始 时 的 引 理 可 得 分 
解 了 一 T6423， 这 里 的 2 是 Pj8 的 极 大 可 分 于 域 . 着 of 了 上 且 
tw) 是 它 在 曙 上 的 最 小 多 项 式 , 则 在 PIz] 中 fx) 一 (x 一 ox)， 
显然 各 ax 在 更 上 是 可 分 的 ,所 以 它们 包含 于 二 中 ,因此 分 解 

ftx) 一 TUy — or) 

在 3[x] 中 成 立 ， 这 就 证 有 明了 3/ 多 是 正规 的 及 可 分 的 ， 收 是 更 
上 的 血 罗 瓦 扩张 . 第 一 个 命题 至 此 证 完 。 现 设 Pj 是 有 限 维 
纯 不 可 分 扩张 而 2/@ 是 有 限 维 可 分 扩张 ， 我 们 将 首先 指出 : 若 
(el oo on) 是 了 /名 的 一 个 大, 则 (of，of,……*, 0%;) 
(z 之 1) 也 是 .显然 这 只 要 证 明和 谷 个 元 o€ 2 是 各 咱 的 一 个 重 
线性 组 合 就 行 了 我 们 知道 :对 于 任何 j 兰 0， 2 是 oi 的 一 个 线 
性 组 合 ; 取 pr 次 方 匣 后 得 (o?)' 是 of 的 一 个 更 线性 组 合 ， 这 里 
i 一 ,1,2,"…， 由 于 0 是 可 分 的 ,可 知 ot€ Blo"] ($9 51 理 2)， 


因 王 gE 2 Dor, 而 [of 。 of , "ys ot ) 是 /省 的 一 个 基 . 琉 考 


虑 P 一 TE@o2,， 这 是 一 个 交换 代数 , 它 的 任意 元 均 可 写成 37 ,Go 
的 形式 ， 这 里 YiET，， (co …。 on) 则 是 瑟 册 的 基 ， 今 若 po 一 
27; 罗 oj 二 0， 则 有 一 个 Yi {不妨 设 为 71) 了 天 0， 由 于 Tj 是 纯 
不 可 分 的 ， 我 们 可 选取 e。 守 0 使 7 了 = 二 aj E(t? 所 加 ), 才 
有 pr 一 Zoro 一 1 园 3oiogy ， 由 于 (of ， …,05) 是 Z/ 吉 
的 一 个 基 ，o, 关 0，2a9t 是 的 一 个 非 零 元 。 由 于 它 在 2 中 有 
一 逆 元 ; 帮 P 在 了 中 有 -- 首 元, 故 了 是 一 个 域 . 现 设 了 /加 是 代 罗 
瓦 扩 域 , 则 2/ 名 是 一 多 项 式 gCx) EDLx] 的 一 个 分 发 感 且 了 /多 
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是 8Ks)E 贡 [>] 的 -个 分 裂 域 , 由 于 了 是 由 与 了 及 卫 同 梅 的 子 域 
生成 的 , 故 淮 得 P/8 是 g(x)h(x) 的 一 个 分 裂 域 ， 从 而 PI 是 
正规 扩张 。 
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1. 设 /二 为 有 限 维 域 扩 张 ，Pj 盏 为 生意 域 扩 张 ,证 明 ; BY 有 到 Pi 多 内 的 不 同 
的 同 构 的 个 数 不 想 过 [E: 多 j;, 证 明 : 在 Pj 是 Rj 多 的 正规 闭 包 时 方 能 等 于 此 数 . 

2. 设 Pj 是 有 限 维 正规 扩 域 ,2/ 名 是 航 太 可 分 子 域 ,G 是 Pj 名 的 仙 罗 页 属 , 证 
明 (G 将 号 陕 信 其 本 身 内 ,而 且 腾 射 S35 是 @G 色 天 /和 的 鹅 罗 瓦 群 上 的 一 个 厨 肉 ,该 虹 
和 是 SEEG 在 王 上 的 限制 ， 再 证 7(6》 一 PT。 这 里 名 是 Pj$ 的 机 大 统 不 可 分 
于 域 . 


坟 . 本 不 元 我们 将 在 本 节 及 下 节 得 到 有 限 维 扩张 域 P/@ 的 
某 些 特殊 生成 法 ,这 些 结果 对 任意 的 多 都 是 有 效 的 ;但 是 这 两 节 的 
证 明 需 要 鱼 基 无 限 域 , 对 于 有 限 域 钊 此 结果 的 有 效 性 将 在 §13 中 
建立 . 

若 卫 == (9), 即 P 是 在 @ 上 由 8 生成 的 域 ,我 们 兽 称 了 是 @ 
的 一 个 单 扩 张 ( 见 卷 1 竟 中 译本 p.%%》 我 们 现在 将 称 8 是 PI 的 
一 个 本 愿 元 * 诈 将 证 有 明 本 厌 元 的 存在 性 的 两 个 结果 ， 

定理 1 设 定 是 一 个 无 限 域 ，、P 一 9) 是 一 个 在 四 上 
由 一 个 可 分 代数 元 及 一 个 代数 元 1 生成 的 域 , 则 | Pj 必 有 一 本 
原 元 . 

证 设 f(x) 及 g(x) 分 别 是 及 可 在 上 的 最 小 多 项 式 ， 
AAAP 是 fx)g(x) 的 一 个 分 裂 域 , 则 和 A/ 是 f(twygtw) 的 包含 了 
的 -- 个 分 异域 。 使 一世 ;6 $m 是 f(x) 的 不 同 的 根 ， 而 
my 9ay ay 是 Srz) 的 , 则 这 些 5 是 fs) 的 全 部 根 , 我 们 可 根 
设 加之 1 (否则 5 有 而 ?了 一 玫 ()), 吏 考 态 线性 方程 组 直 十 
一 二 21】 中 的 一 个 ,在 本 中 它 
最 多 只 有 一 个 解 。 由 于 人 是 无 限 域 ,我 们 必 能 避 开 这 些 方 程 的 解 
的 有 限 集 而 选取 x 一 了 YE@ 全 7 十 和 天 7 十 ji 一 2,1……*， 
mm; 一 1 or 我 们 断言 8 二 75 十 mn 是 ?的 一 个 本 原 
元 。 为 比 可 考虑 多 项 式 g(9 一 7r)，。 它 显然 属于 BL9){x]。 我 
们 有 8 一 yt 一 8 一 0 及 8O 一 75) 闫 0, 后 者 是 因为 


5 


0 一 天 (i 一 2 at 一 1,2,…r) 的 绕 故 ， 因 此 
gg ya 51s) = IT (x5) 


的 最 高 公 因 子 是 + 一 上 一 一 所 故 存 企 4(x), B(x)€ @(9)[zx] 
使 (x 一 5) 二 A(x)J(x) 十 B(x)g(9 一 xXx), 故人 B(9)， 因 
记分 一 一 YEEB8(9， 而 8 是 一 个 本 原 元 。 

对 不作 归纳 ， 这 一 结果 可 立即 推广 为 车 了 一 中 全 
$+)， 这 里 是 可 分 代数 元 而 1 是 代数 元 , 则 P 必 有 一 本 厌 元 ， 
特别 地 ， 任 一 有 恨 维 可 分 扩张 域 有 一 本 原 元 ， 我 们 应 注意 这 样 的 
一 个 扩张 域 的 中 间 域 的 个 数 是 有 限 的 ， 这 是 因为 了 能 髓 人 于 一 个 
有 限 维 伽 罗 责 扩 张 A 名 之 中 ,入 与 硬 之 阅 的 中 间 域 的 集 是 与 A/ 儿 
的 徊 办 大群 这 一 有 限 群 的 子 群集 成 1 一 1 对 应 的 。 因此 关于 有 限 
维 可 分 扩张 的 本 原 元 的 定理 是 下 列 定理 的 结果 : 

定理 5 ( 阿 廷 ) 设 有 是 一 个 无 限 域 , 而 了 是 下 的 一 个 有 限 维 
扩张 域 ， 则 Pj 名 是 一 个 单 扩张 当 昌 仅 当 在 了 与 下 之 间 仅 有 有 限 
多 个 中 间 域 . 

证 首先 假设 P = 二 名 (9) 而 E 基 一 个 中 间 域 , 令 g(x) 是 8 在 
吾 上 的 最 小 多 项 式 而 E'/ 旬 是 由 gx) 的 系数 生成 的 域 , 则 E' 人 EB; 
但 gt{w) 也 是 8 在 E "上 的 最 小 多 项 式 ,因此 [P:;E'] 一 deg gx} 二 
IP:E],' 玻 一 EB" 是 由 g(x) 的 系数 生成 的 ， 今 g(x) 是 9 在 
是 上 的 最 小 多 项 式 f(x) 的 一 个 因子 且 g(x) 与 f(x) 二 者 都 属 
于 P[x]， 由 于 flx) 在 PIz] 中 仅 有 有 限 多 个 首 项 系数 为 1 的 
不 同 困 子 ， 故 五 的 个 数 是 有 艰 的 ， 次 设 在 与 和 间 仅 有 有 限 多 个 
! 闻 域 , 我 们 只 须 证 明 、 若 ,EP， 则 者 (#7) 是 单 扩张 就 行 
了 .。 现 设 gE 看 并 考 虎 子 域 Pe。 = 8B(E 十 ey), 我 们 有 无 限 多 个 
af 外 及 有 限 多 个 P。， 破 在 中 中 奔 在 ec: Fle 天 PF) 使 Ps。 一 Po， 
则 ?一 (一 有 站) 人 二 一 上 一 的 )EPo 页 二 一 二 十 on 一 
on t Ps， 因此 Pe 一 各 (9)， 而 这 是 由 于 十 中 生成 的 ， 


四 


习 题 1 
1,. 视 各 是 特 犹 pn 的 域 、P 二 和 (En) 是 币 [， 9] 的 分 式 域 ,这 里 咎 ,好 
天 来 定 元 ,名 二 中 uP?) 是 所 有 疡 次 于 在 更 ,上 生成 的 子 域 。 证 明 [P; 台 ] = 关 。 而 
且 P 没 有 屿 上 的 本 震 元 ， 
24 设 了 是 t+” 一 加 (x 一 2) 在 有 吉 烤 域 上 的 分 型 域 。 试 找 了 的 一 个 本 愿 元 ， 
i. 是 如 上 ,但 多 项 式 是 x 一 2。 
12. 正规 基 溢 P 是 息 上 的 有 限 维 茹 罗 瓦 扩张 , 其 伽 罗 瓦 群 
G = np EP 在 少 上 有 一 个 次 数 为 # 的 最 小 多 项 
式 当 上 且 权 当 各 pi(i 一 1,"……,#) 是 互 异 的 ， 这 是 很 明显 的 ,因为 
如 果 pp 是 互 异 的 共 施 元 ; 则 


1x) = [| (x — ee5) 
了 一 站 


是 P 在 名 上 的 最 小 多 项 式 . 还 可 见 P 是 P/ 由 的 一 个 本 厌 元 当 上 有 
仅 当 其 景 小 多 项 式 的 次 数 # 一 (G:1)。 因此 ?是 一 个 本 大 元 当 
且 仅 当 各 pi(i 一 1, 2,"*", #) 是 互 异 的 ， 比 这 个 更 蝇 的 条 件 显 
然 是 这 些 元 是 线性 无 关 的 ,这 时 我 们 有 P 在 省 上 的 基 
(pn, pe po] 

这 种 由 单独 元 的 各 共 思 元 构成 的 基 称 为 该 皂 罗 瓦 扩张 的 正规 基 . 
我 们 要 在 这 里 证 了 明 这 样 的 基 , 当 息 是 无 穷 域 时 它 一 定 存 在 ,这 事实 
的 证 晨 基 于 同 构 的 代数 无 关 这 个 概念 上 ,这 一 概念 本 身 就 很 重要 . 
我 们 妇 下 给 出 。 

定义 和 2 设 E 是 @ 上 的 一 个 域 ，92 是 的 一 个 扩张 域 ， 设 
2 是 了 /8 到 9/4 内 的 同 构 , 则 称 ;在 9 上 是 代数 无 美 
的 ,如 果 以 下 条 件 成 立 : 使 Hx x yx) EO[x, x "Xm] 
{这 里 x; 是 未 定 元 ) 对 于 一 切 9E 卫 都 有 斤 999 
的 多 项 式 只 有 了 一 0 一 个 . 

我 们 需要 以 下 结论 

引 理 ， 设 品 是 一 个 无 限 域 名 的 扩张 域 ， 

所 za Tm) € QE rs, xm], 

它 对 于 一 切 6;E 中 都 有 5- Em) 一 了 4 刚 了 一 0 


" SO 


本 和 


证 设 (wo) 是 2 在 和 上 的 一 个 基 ;, 则 可 写成 
f(#1s* ~, xm] 一 > at | 由 jeo1y 


这 里 {ww} 是 (ws) 的 一 个 有 限 子 集 而 fi E [x te， 则 

0 = 16, 0 én) = EE 0 对 一 切 SE 成 立 ， 

由 于 者 wi 是 多 无 甘 的 ， 而 且 方 (和 ,0 《 加 ， 由 此 推出 每 

个 用 5 一 0 由 卷 1 的 中 译本 p.104 所 证 的 结果 得 

万 (z so 一 0， 对 一 切 了 成立; 故 所 Po]) 一 0 
现在 可 以 证 明 下 面 关 于 同 梅 的 代数 无 关 定 理 : 

定理 16。 设 P 是 一 无 限 域 上 的 有 限 维 佑 罗 瓦 扩张 、，E 是 
Pj@ 的 一 个 子 域 , 吕 是 P 的 任 一 扩张 域 ， 令 5 oo 是 (外 
上 的 ) 到 ( 晤 上 的 )P 内 的 不 同 的 同 构 ， 则 各 s; 在 如 上 代数 无 
关 。 

证 ”我们 知道 间 构 个 数 m 一 [EE: 儿 ]($7)}， 其 次 ， 车 {a1， 
si Bm) 是 Bj 旬 的 一 个 基 , 则 (i, 准 元 素 是 时 的 扰 距 的 行 
列 式 der(s77) 不 为 0( 否 则 此 矩阵 的 各 行 是 了 根基 的 ) , 收 在 中 
存在 不 全 为 0 的 pj 使 2pienr 二 00 二 1,2,"*,m)。、 若 s 古 E 
的 任意 元 素 ， 则 我 们 可 写成 & 一 28i8r( 人 和 册 )， 代 人 后 可 得 
2 Bipieh 一 0， 由 于 太一 六 我们 有 2 pe1 一 0， 这 表明 算 


子 ZsuprR 一 0， 与 同 构 的 戴 得 金 无 其 定理 矛盾 ,这 就 证 明了 
det(e5 天 0， 现 假设 fE DE mi ze] 且 对 一 切 s EE 都 有 
js, sm) 一 0， 网 对 无 限 域 @ 的 一 切 PB 也 有 

HCEP EEN, SPiB :+, ZH,8in) = 0, 


现 设 

EAT hom) — HBX ER EriEl, ~ Drim) E OErs + tf], 

它 对 于 所 有 的 一 记 E 有 都 等 于 零 , 故 由 引 埋 gr ,xm) 一 人 0 

令 det(e5] 天 0， 故 年 陆 〔s 的 有 一 逆 (py)， 于 是 
其 

记 就 征明 了 my tm 是 在 2 上 代数 无 关 的 ， 
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利用 这 个 持 果 可 证 

定理 17。 设 ?是 一 无 限 城 吕 上 的 有 限 维和 匣 罗 瓦 扩张 , 则 P/@ 
有 一 个 正规 基 。 

证 设 G 一 lt 征 pP/8 的 分 罗 瓦 群 ， 我 们 刚才 已 
经 看 到 , 若 (pm …。 ps) 是 P 在 中 上 的 一 个 基 , 则 dctke 门 关 0， 
反之 ,这 也 是 构成 一 个 基 的 充分 条 件 , 因 为 如 果 28ip, 一 0(Pie 了)， 
则 38 一 00 一 1,2,-… z)， 卜 符 阵 (p17) 的 各 列 是 全 相关 
的 (除非 每 个 fi 一 0}， 这 判别 法 表明 ， 对 一 特殊 的 P 来 说 , (pe 
pm pm) 是 一 个 正规 基 当 且 仅 当 dcrtps1) 关 0。 我 们 改写 为 
$12,…… 5) 的 一 个 排列 , 今 
考虑 ,从 元 是 PLwy,-…… ,xs]】 中 的 未 定 苑 xi 一 1， 2 人 
的 握 阵 ， 我 们 可 断言 多 项 式 d(x4 xs) 二 det(xi;) 和 0 为 此 
可 特 取 x 一 1 必 一 … 一 xa 一 0， 由 于 (x;) 的 每 行 和 每 殉 
恰好 和 包 售 一 个 +， 如 果 如 上 限定 各 xi， 则 dettxi) 一 土 1,， 故 
a(ris tn) 天 0, 因 而 由 的 代数 无 关 性 我 们 可 找 得 一 个 p EP 
使 detlos 一 der(p 和 1) 隆 9， 从 而 决定 一 个 正规 基 . 

我 们 还 将 在 这 里 给 出 正规 基 定 理 的 另外 一 种 更 为 成 熟 的 表 
述 ,为 此 引 人 群 G 的 群 代 数 BP(G):B(G) 有 基 6 一 人 rp， 
其 乘法 由 《Zen) (2Pis) 一 ZosBissi 一 Zospfiri; 确定 (参看 卷 1 的 
中 译本 p.89 习题 39 的 第 2 题 ). 现 对 98(G) 考虑 两 个 右 模 第 一 
个 是 按 常规 考虑 的 PC(G) 本 泌 。xal(x EP(G), a ED(G)) 是 代 
数 积 ; 第 二 个 是 将 了 看 成 由 pa 一 Zap' (这 里 oa 一 3s 是 人 (G6) 
中 的 元 ) 定义 的 8{G) 横 。 显然 对 于 这 个 先 法 模 的 公理 全 被 满 
足 ， 而 正规 基 定 理 治 好 款 是 这 两 个 异同 构 这 个 命题 ， 事 实 上 上 ， 令 
{p17) 是 一 个 正规 基 并 考虑 导 中 上 的 BG) 到 有 上 的 了 内 的 将 
了 肌 成 p' 的 线性 瑞 射 ,这 是 一 个 外 线性 同 松 , 而 且 如 果 x 一 28i5i， 


则 xp 一 中 一 了 po 一 了 36dy (too)5。 因 此 ， 若 


我 们 用 x 表示 x 的 象 ,) 则 xs 一 (xz5)。 由 此 推 得 *e 一 (xa) 对 
一 切 a€ 8(G) 成 立 , 故 我 们 有 一 个 @(G) 同 构 。 反 之 ， 窗 易 检 
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验 : 若 x 一 x 是 BCG) 到 PP 上 的 一 个 BCG) 网 构 ， 则 《na 一 
1, 9 的 象 昆 Pi 的 一 个 正规 基 ， 


二 题 13 


1. 证 明定 理 二 的 如 下 推广 ; 设 大 下 生生 Xs 
是 含 未 定 元 xi 的 一 个 住 零 多 项 式 ， 则 存在 7 9 和 玉生 fy 和 
We) FD 

13. 有 限 域 ” 容 限 域 的 主要 结果 将 作为 期 罗 瓦 理论 的 应 用 得 
出 ;现在 我 们 就 来 推导 这 些 结果 ,同时 还 将 建立 碍 限 基 域 的 本 原 元 
及 正规 基 的 定理 . 

我 们 首先 要 指出 的 是 ， 任 一 有 限 域 P 都 是 特征 上 关 0 的 { 因 
为 否则 P 了 会 色 含 一 个 与 有 娃 数 域 同 构 的 于 域 )， 共 此 了 的 案 域 名 
必 同 稳 于 lp 一 1/()。 若 台 是 任 一 于 拓 ， 则 当然 有 [P:$} = 
#0 车 (p.,…', ps) 是 P 在 和 上 的 一 个 其 ,每 个 元 PEP 只 


能 用 唯一 的 一 种 方法 写成 > wpifarf 中)， 若 基数 189| 一 9, 则 


由 此 显然 有 |P1 一 9'， 等 别 地 , 若 人 :加 1] 一 全。 多 为 素 域 , 则 
iP| 一 p*。 这 表明 任 一 有 限 域 的 元 的 个 数 是 它 的 特征 的 一 个 方 


等 。 


其 次 我 们 证 阴 ; 对 于 任 一 率 数 的 方 竹 站， 必 存 在 一 个 有 入 
个 元 的 域 ， 而 且 在 出 构 意 义 下 ， 这 个 域 是 唯一 的 ， 我 们 先 证 唯一 
性 : 设 P 了 是 一 个 域 ,其 基数 |Pi 一 关 ， 显 然 了 的 素 域 血 与 PP 同 
构 ， 若 " 是 了 的 一 个 非 等 泛 ， 则 po 一 = 一 1， 这 是 因为 了 的 非 堆 
元 的 乘 群 P* 的 阶 等 于 p* 一 1; 我 们 还 有 er” 一 p， 这 个 等 式 对 
于 每 个 p EP 都 成 立 .。 因此 了 的 每 个 元 都 是 雪 一 > 一 0 的 一 
个 根 ,而 且 x 一 xE 员 [x]， 这 里 品 是 素 域 , 故 有 

pi 


(13) eH 


这 里 pj; 是 了 的 区， 这 表明 Pj@ 是 多 项 式 rf” 一 * 的 一 个 分 型 
域 ， 现 设 P' 号 些 数 1P'| 二 p* 的 男 一 域 , 则 P' 有 特征 P, 故 它 的 


i 


素 域 狐 兰 和 ， 又 PVg 是 x 一 x 的 一 个 分 异域 ， 故 由 分 异域 
的 唯一 性 定理 知 P'asP. 

刚才 使 用 的 方法 也 可 证 明基 数 为 P| = pr (p 为 一 素数 ) 的 
域 了 的 存在 姓 ， 为 比 我 们 田 有 > 之 个 元 的 全 一 I， 开始 ,然后 令 上 
为 zx 加 一 xz 在 上 的 一 个 分 裂 域 ，3 为 xm 一 * 一 和 的 包含 
于 ?中 的 根 的 集 。 由 于 导数 (zi 一 划一 一 1 x?” 一 + 一 0 有 
不 同 的 根 , 攻 121| 一 六 ， 共 次 我 们 要 注意 了 是 一 个 子 域 ,这 是 央 
为 : 如 果 £963, 则 E27” 一， ”二 nn， 故 

(FO) 一 上 一 和 一 二 一 有 (后 ) 科 一 车 们 一 语 ， 
而 且 当 ?9 关 0 时 (9 一) 一 9 ， 故 有 卫 忆 加、 因 
为 ?是 x 一 + 的 一 个 分 腹 域 , P 一 gf3) 一 3 从 和 而 有 |?P1 = 
13| = 匀 。 

下 面 证 明 关 于 本 让 元 的 定理 : 车 多 是 一 个 有 限 域 而 且 P 是 @@ 
的 一 个 有 限 维 扩 张 , 则 P 一 下 (68)。 显 然 在 此 条 和 件 下 P 是 有 限 域 ， 
现在 我 们 来 证 卡其 乘法 群 P* 是 循环 群 。 这 是 下 述 一 般 结 果 的 扒 
论 : 

引 理 1。 一 个 域 的 乘法 群 的 任 一 有 限 子 群 4 部 是 循环 群 ， 

证 设 m 是 4 的 阶 ,而 mw' 是 4 的 元 的 最 高 阶 ,我 们 知道 ,如 果 
2 占有 是 一 个 有 限 交 换 群 的 两 个 元 , 则 在 此 群 中 存在 一 个 元 c, 它 的 
阶 是 a 及 上 的 阶 的 最 小 公 倍 数 (着 2 的 中 译本 p.61 习题 1)， 由 此 
可 推 得 , 若 m' 是 最 高 的 阶 ， 则 对 于 每 个 5 都 育 如 ' 一 1。 另 一 方 
面 ,方程 *” 一 1 一 0 在 一 个 域 中 景 多 只 有 or 个 根 。 由 于吉 '|:m， 
我 们 有 m' 一 wm， 还 有 ,车 4 是 一 个 阶 为 2 的 元 , 则 由 a 生成 的 特 
环 群 [#] 的 阶 为 六: 故 4 = 二 [sa]. 

现 设 P 臣 一 个 有 限 域 而 是 一 个 子 域 ,如 果 先 9 为 循环 群 P* 
的 一 个 生成 元 , 则 必 有 了 一 809). 

其 次 我 们 考虑 有 限 域 的 自 同 构 . 若 特征 为 户 , 则 映射 zx 站 -> 部 
是 P 了 齐 P 内 的 一 个 同 构 ， 中 于 P 了 是 有 限 的 ,因此 这 是 一 个 自 同 构 . 
者 IP| = J 六， 则 对 每 个 p EP 了 都 有 pf 一 p， 显 然 x 是 自 同 攀 
5 一 "所 以 有 me 一 1， 另 一 方面 , 若 8 是 铬 P* 的 一 个 生成 元 ， 


” GO * 


训 当 m< W 时 的 关 9 因此 a* 了 1， 从 而 御 环 秤 @ 一 [x] 
的 阶 为 N。 设 台 是 P 的 G&G 不 蛮 元 的 集 ， 则 少 是 一 个 于 域 且 
[P:81 一 六， 另 一 方面 ,我 们 知道, 如果 名 是 素 域 , 则 【P:] 一 
N?， 因此 名 一 各 。 我 们 现在 看 到 域 P 是 它 的 素 域 和 上 的 侦 罗 
瓦 扩 张 ， 江上 且 愧 罗 瓦 群 是 G 一 [x]。 怕 软 太 对 应 在 P 的 子 域 集 与 
G 的 子 群 集 之 间 给 出 了 一 个 对 应 ， 由 于 G 是 N 阶 循环 群 ， 对 于 和 N 
的 每 个 国 子 ” 都 存在 一 个 且 仅 存在 一 个 指数 为 的 子 群 ,我 们 
有 上 一 {r}， 这 里 的 了 一 到， 租 对 应 的 有 ，。 互 不 变 元 (或 了 不 变 
元 ) 的 对 应 域 惠 在 多 上 的 维 数 为 "。 因 此 | 名 | 一 疡 。 我们 已 经 证 
明了 下 的 子 城下 的 阶 为 "(这 里 #1IN) ,而 且 对 于 每 个 这 样 的 阶 恰 有 
P 的 一 个 子 域 存在 , 它 的 阶 是 所 指定 的 数 。 如 前 所 述 , P 在 旬 上 的 
愧 罗 瓦 群 是 循环 群 上 一 {r}， 一般 地 ， 我 们 将 称 一 扩张 Pj 人 @ 为 
循环 的 、 阿 贝尔 的 或 可 解 的 , 如 果 P/@ 是 有 限 维 伽 罗 瓦 扩张 而 县 
它 的 项 罗 瓦 群 分 别 是 循环 的 ,交换 的 或 可 解 的 。 因 此 我 们 可 以 说 ， 
任 一 有 限 域 都 是 它 的 任 一 子 域 的 一 个 循环 扩张 。 从 而 由 以 下 引 理 
可 得 对 于 有 限 基 域 的 正视 基 定 理 : 

引 理 2. 任 一 循环 扩张 了 /名 部 有 一 组 人 上 的 正规 基 , 

证 设 : 是 PfB 的 人 徊 鸭 瓦 群 G 的 一 个 生成 元 , 将 :看 成 P 
在 省 上 的 一 个 线性 发 毛 且 设 g(x)& BLx] 是 它 的 最 小 多 项 式 , 则 
由 戴 得 金 无 关 定理 可 推出 : 当 (6G;1) 一 时 , 自 同 构 1,s,……-， 
”是 了 无 关 的 :因此 它们 还 是 且 无 关 的 且 degptx) 六 对. 另 一 方 
面 ,因为 [P:@] 一 ”pz7 的 次 数 不 能 大 于 2 (参看 类 2 的 中 译本 
P.61) 上 破 degkka) 一 42。 由 于 一 1, 所 以 pi 一刀 一 1 我 
们 知道 ， 在 在 一 个 eEP, 它 关于 线性 变换 * 的 指导 多 项 式 是 它 的 
最 小 多 项 式 ( 见 卷 3 的 中 译本 p.59). 故 p, Pp,*…，p” 是 名 无 
关 的 ,这 些 元 素 作 成 P7@8 的 一 个 正规 基 . 

习 14 
注意 ; 关于 有 有限 域 的 一 组 习题 年 已 在 卷 1 的 中 译本 p,103 中 给 出 ， 


1 原文 出 处 误 为 岂 。 一 - 译 考 注 


a 1 


1. 设 多 是 一 个 gt 一 所?) 阶 有 限 域 , 证 朋 :， 不 可 约 多 项 式 J(2)€ 宇 [x] 是 xa* 一 站 
的 一 个 因子 当 且 促 当 deg 克 Kx]|za，《【 握 示 : 考 谨 域 P[xJi(Ax)，》 下 证 ; x4” -~ 
x 二 开 fi(x)， 这 里 的 关 (z)y 庆历 所 有 次 数 是 * 的 因 于 的 肖 项 杀 数 为 1 的 不 可 约 多 项 
式 ， 若 令 NLqyr》 表 示 这 些 次 数 为 1 的 多 质 式 的 个 数 ,推导 公式 

天 
Ngs 1 = 二 之 zt 忆 ) 和 

这 里 的 上 是 举 比 乌 斯 【Mabiuy) 函数 《参看 着 1 的 中 译本 p,112 习 材 47 的 第 5 题 )- 

2, 设 i 足 特征 p 大 2， 院 为 亲 数 4 的 有 限 域 由 上 的 = 维 癌 量 空 间 ，gfzy Y) 是 
生 上 的 吕 的 非 人 退化 对 称 当 线性 型 . 证 阴 : 车 # 合 2， 则 在 纲 中 存在 一 个 向 晤 使 
gay) 一 1。 应 用 此 结果 及 卷 2 的 中 译本 p.135 一 137 的 化 简 理 论证 明 :II 有 一 个 
正 交 和 菜 《a 10 fn) 使 gm 员 )》 = 二 6 站 09 而 当 i> 1 计 ， gris (1) = 1. 利 
才 此 结 捍 证 明 ; 元 在 中 中 的 任 二 非 奇异 对 称 # XX # 给 阵 是 同步 的 (congredicnt) 当 
且 席 当 它 们 的 行列 式 相差 一 个 在 史 中 是 一 个 完 个 平 方 的 恋 甘 天 了 (二 8p ， 证 
朋 ; 惟有 两 类 同步 的 非 奇 异 对 称 知 阵 , 

3. 下。 9 8 如 第 2 用 所 示 ， 着 Ces cas va Ep】 是 一 个 基 , 则 6 二 de glery ej)) 
称 为 & 的 一 个 判别 式 。 对 于 请 上 轩 ， 令 Cg 四) 表示 消 馆 gas WW》 二 汪 的 向 量 
#0 的 个 数 , 证 明 

2 (一 不 是 一 个 至 方 数 ， 
Nigs 0) -| 


4 一 "6 是 一 个 平方 数 ， 
gs 若 村 二 20 十 1. 
1 十 有 3 县 ( 一 旧作 不 是 一 个 平方 数 ， 
Ngs 6) = gq 一 qs 于 二 2 一 175 是 一 个 平方 数 。 
3 9” — 4”, 若 吉 天 0, sn 二 29 十 1， 有 (一 1 六 856 不 是 一 个 平方 数 ， 
人 二 考 百 尖 0 二 2v 十 1， 且 (一 1)56 是 一 个 平方 数 . 
4. 设 OCns g) 表示 由 上 确定 的 正 交 群 : Ofry g) 是 M 的 使 Ex yA) 一 g(x 8) 
【对 所 有 xy ye M) 的 名 性 变换 .4 的 悦 。 若 太 是 一 个 非 迷 向 向 晤 ，O# 是 OCry 8) 的 
使 不 动 的 子 群 ， 证 明 O04 同 构 于 Do 一 ls &8')， 这 里 g" 是 8 在 《中 + 上 的 恨 
制 ， 应 用 维特 CWitt】 定理 证 明 Ow 在 OCny 的 中 的 陪 介 On4 的 个 数 是 满足 
gg 5) 二 有 (as #】 的 向 量 z 的 个 数 。 应 用 这 个 洁 玉 及 第 3 题 建立 阶 (Otn, 8);1) 
的 下 州 公式 : 


Cb EL 
了 Gis Tl Le" 一 D。， 若 # 是 奇数 ， 


(Olny BY:1) 一 ps 
2 ， Fr EY TT Ca ~ iyy 若 为 是 偶数 ， 


这 里 当 { 一 176 是 一 个 平方 数 时 ,5 一 ]， 百 则 3 二 一 | 

14. 正则 表示 , 迹 与 范 数 ” 本 节 考 虚 有 限 维 扩 域 Pi@ 并 定义 
称 为 迹 与 范 数 的 P 到 四 内 的 映射 ， 这 些 函数 对 任意 有 限 维 代数 都 
是 容易 定义 的 ， 而 县 对 它们 也 是 很 重要 的 ， 氏 此 我 们 将 从 考 臣 外 


a 故 


上 的 其 有 基 《my es … ,#s) 的 一 个 有 限 维 代 数 MB 开始 ,我 
们 定义 9/@ 的 一 个 (有限 维 ) 表 示 为 9/@ 到 一 个 有 限 维 疝 显 空 
闻 哎 /6 的 线性 变换 代数 《ef 内 的 一 个 同 态 ， 藻 :是 这 样 的 
一 个 表示 : a 一 a*， 则 定义 的 条 件 是 ; 
(14) {a+ a) = a bh, (aa)’ = wa’, 

(tab) = ab', 1*=1, 
这 里 的 a, EA wf 硬 ， 若 (ni xf tw】 是 红 在 章 上 的 一 
个 基 , 则 我 们 可 以 象 通 党 一样 确定 a; 关于 这 个 基 的 托 阵 : 先 写 
{15) sas = Dh (a) i=1,2,...-,N, 


i=l 

这 给 出 些 阵 ata) = {arta)) 及 BB 到 元 在 8 中 的 N XN 证 隆 
代数 Dw/ 内 的 映射 a 一 cla)， 古 于 线性 变换 4 到 它 的 关于 基 
(x zy ,xw)】 的 录 阵 (a) 的 陕 射 4 一 (e] 是 一 个 同 构 ， 了 映 
射 "一 ce) 是 %HG 到 Br/ 名 内 的 一 个 同 态 , 这 个 同 态 称 为 一 
个 矩阵 表示 ， 我 们 还 记得 :车 将 基 (4 ，…, xw) 的 为 另 一 基 
Ci Ps" "yw)， 这 里 1 一 So， 则 由 了 及 这 个 基 确 定 的 振 
阵 表 示 是 e -一 【pjcfe)Cp) 其 中 (jj) 一 (py) (参看 着 2 的 
中 译本 p.38). 

at/ @ 的 最 重要 的 表示 是 所 户 正 则 表示 ,这 里 os 一 az. 即 
由 «定义 的 右 导 * 一 *e， 直 接 检验 可 知 eg 是 所 在 中 上 的 一 个 线 
性 变换 ,而 且 a -> eg 是 一 个 代数 同 态 (参看 卷 1 的 中 译本 p.77). 
由 于 寻 有 一 单位 苑 , 故 a 一 ax 是 1 一 1 的 :因而 是 中 下 到 So(30) 
内 的 一 个 同 构 。 由 于 *apg 一 xa， 我们 要 想得到 对 应 于 /8 的 
基 《ms fy， ttx)】 的 算 阵 表示 ， 可 先 将 季 积 wra 写作 妈 的 旬 
线性 组 合 
{16) Ha = Epi{alt,s f= 1,2,."",n., 
然后 记 pg) 一 (pula))， 我 们 就 可 得 到 算 阵 表示 4a 一 pa)， 它 
是 1 一 1 的 ， 又 因 lg 一 1，p(1) 一 1， 这 里 的 1 是 单位 捧 阵 ， 和 
肖 沉 情况 一 样 ,将 基 变 成 {如 ,1 Vw) 、 这 里 wv 一 2pidis 给 
出 新 的 矩阵 表示 a 一 oa)， 其 中 


【i 


(17) oa) = (gp), Cr) = pi), 

作为 例子 我 们 看 具有 单独 一 个 生成 元 的 代数 拷 一 BL[a]: 由 
于 {41:@] < oo， @[4] 尘 四 [x]/(fCw)), 这 电 f(x) 是 一 个 首 项 系数 
泡 工 的 非 零 多 项 式 。 我 们 有 fta) 一 0 且 f(x)》 是 以 4 为 其 一 根 
的 ,次 数 最 低 的 , 非 零 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 因 此 多 项 式 f(x) 
是 4 的 最 小 多 项 式 (导言 p.5) 匈 且 Pla] 有 基 (1, a, "sa" )， 
其 中 # 一 [ 红 : 鲁 ] 一 dcgf 帮 zx)。 假设 
(18) fr) = x Cr) 
则 有 关系 
C19) la=a, qa =a,.*,a 

dg a 

这 些 英 系 表 明 : 若 ple) 宪 示 an 关于 《1, 4,-*', a”') 的 短 阵 ， 
则 我 们 有 


m2 一 喘 一 上 
如 [4 9 


1 入 


(20) oO 一 | 


《一 1 eo, ”0 
它 称 为 多 项 式 f(x) 的 友 逢 阵 ,从 理论 上 来 说 ,只 要 我 们 知道 了 这 
个 矩阵 ,就 能 对 中 [a] 中 的 任意 元 5 求 出 p(5), 因为 5 是 a 的 多 
项 式 . 

我 们 机 考虑 一 般 情况 并 定义 元 ee 的 特征 多 项 式 为 9 中 线 
福 变 换 sa (或 其 对 应 矩阵 pln)) 的 特征 多 项 式 
(21) fs) 一 detfzrl — pla)), 
由 (17) 有 


Xl 一 gf 一 (xl 一 pe 
它 正 示 
det(x1 — ofa)) = det(p) (rl — pla)) (py)! 
一 det(p)det(xl — pla))detC py 
一 det(xl 一 pla)), 
可 网 丰 (是 与 %/@ 的 基 的 选择 无关 的 ,我 们 可 将 特征 多 项 式 写 为 


» 64 9 


(22) J = 0 Ta + C1) NC). 
我 们 有 T(a) 一 tacep(a) 一 pla), No 一 det(p(a)), 并 


分 别称 它们 为 四 上 的 站 中 a 的 迹 与 范 数 。 有 时 需要 区 别 代数 的 基 
域 及 该 代数 本 身 ,此 时 将 用 Twiota) 表示 Tla), 用 Naiola) 表 
示 N(a)。 由 于 迹 是 和 矩阵 的 线性 立 数 以 及 a 一 p(n) 是 线性 的 , 显 
然 " 一 Taie(e) 是 寻 到 内 的 一 个 线 柱 上 映射 .又 因 p(1) 一 1， 我 
们 有 Tyell1) 一 41 及 Tyiolea) 一 eTylotz)， 因 此 我 们 有 下 列 
关系 : 


Tuisla 十 2) 一 Tuyota) 十 Tulo(s), 
(23) Tuoloa) 一 oTaig(a), a €o, 

人 (人 1) = #1, 
由 于 a 一 pla) 是 可 蒋 的 , 4 一 det4 是 各 阵 集 的 一 个 可 乘 映 射 。 
因此 我 们 有 Naeta5) 一 Nale(a)Nyol5)， 显然 还 有 Waiefag) 一 
erNuiel4) 及 Nael1) 一 1， 因 此 我 们 有 

Nuslab) 一 Nulo(a}Nuolb), 
{24) Nuetoa) 一 orNylola)}, a EP, 

NI = 1. 

我 们 还 知道 , 根 暑 哈密 顿 -凯利 定理 ，pfe) 是 f(x) 一 0 的 

一 个 根 , 若 运用 同 构 以 六 一 上 就 可 见 (sz) 一 0。 因此 有 
(25) a — Tla)ar :+ 二 (1)N(a)l = 0., 
设 mlx) 是 oo (或 eg) 的 最 小 多 项 式 , 由 于 5 一 p(B) 是 一 
个 同 构 , 显 然 mx? 是 4 的 最 小 多 项 式 . 我 们 还 知道 ， 算 阵 的 最 
小 多 班 式 是 它 的 特征 多 项 式 是 一 个 因子 且 两 者 BLx] 中 有 相同 的 
不 可 约 因子 ， 所 不 同 的 只 是 因子 的 重 数 〈 卷 2 的 中 译本 p.88 或 


p-90) 

迹 通 数 可 用 来 定义 代数 /多 上 的 一 个 重要 汉 线 性 型 。 这 就 
是 正则 小 
(26) (a,b) = Tolab). 


显然 这 个 在 外 中 取 值 的 也 数 服从 以 下 法 则 ，: 


{a,b 二 Tb) = (a, bh) + (a, b), 
(27) (a a 6) == (a b) 二 (es 

aula, b) = (ga, 6) = (4, 06), 

lab, ec) = (a, bc) (= Tuetabe)). 
我 们 还 知道 ,如 采 半 ,N 痢 是 短 阵 , 则 xrMN 一 tNM ( 卷 2 的 由 
说 本 Pp.92)， 由 此 可 得 
(28) (a, 56) = (8, a), 
因此 (a, 5) 是 一 个 对 称 双 线性 型 ， 我 们 定义 路 土 的 3 关于 基 
(1, Ha ,ts) 的 判别 式 为 
《29)》 B14) = et #7)) = dett Taoltm)). 
扬 见 ， 若 将 (www) 用 基 (sy; 9) 《这 里 vw 一 了 pn】 
代替 ， 则 乱 阵 〈《(ey #w)) 变 成 (ws vi) 一 MMs wj))M',，M= 
(pi) 《着 2 的 中 译本 p.132), 因 此 关于 (v,) 的 判别 式 是 68(wn) pp ， 
r= detM, 

更 设 瑟 是 由 的 一 个 子 域 , 它 在 更 中 有 有 限 余 维 数 , 则 贡 忆 和 中 己 

E,， 而 有 旦 {EB] 一 [对 :多 ][ 利 : 王 ] 是 有 限 数 ， 莉 车 将 并 看 作 EE 上 
的 一 个 向 量 空间, 则 它 基 有 限 维 的 ,因此 区 是 吾 上 的 有 限 维 代数 . 
我 们 就 可 以 对 代数 %/ 进行 上 述 的 全 部 落 碟 。 也 可 将 下 作为 
EE 上 的 一 个 代数 考虑 并 定义 Tugs Telsy Nulgs Nals 以 及 Tuio, 
wu， 我 们 现在 来 建立 联系 这 些 了 数 的 基本 传递 性 关系 . 


若 甸 宇 EE， 则 
(30) Taurela) = Tos(Taio(a)), 
(31) Nuis{ta) — NyelNyIota)), 


如 前 仍 设 《mo) 是 /外 的 一 个 基 ， 而 【7 yi 
Ys) 是 中 jE 的 一 个 基 , 则 
(32) Yun Fat Fas Ya Yt tts) 
是 WE 的 一 个 基 ; 设 p 《多 ， 我 们 可 将 它 写成 
(33) Yep = Ean(lp)Y:, qt = 1,..",h 
故 有 同 构 pe 一 (aX(p))， 这 里 的 Xp 是 元 在 EE 中 的 短 阵 
(2stp))， 蔷 Teigfp) 二 Zhyglp) 及 Noazlp) 二 det(i(p))， 将 


站 而 而 于 


{16) 代 人 《33) 得 

C34) (CY am)a Er apyta)a = Eantpn(a)) Yi, 1 一 1 ， "> 
9 一 1 

这 表 肯 若 拓 《Yaga) 按 (32) 排 定 次 序 , 则 a 在 ME 中 的 矩阵 是 

Atpu) foo) | 


(35) Ala) 一 LCpa) At pa) "At pan) 


hpa) pa "A pus) 
这 于 4(p1t) 是 一 个 无 在 下 中 的 4 X 矩阵 ;而 pi 则 是 wife) 的 
简写 ， 由 人 35) 易 见 : 
Tye(tn) 一 tr4dfe)《【《 这 里 tr 二 了 迹 ) 

=—trifpu) + trh(pa) -十 te 

一 ton 十 po 十 多 十 pnoj 

= trA(Ty ola)) 

— To Tuota)). 
这 就 是 公式 (30) 

要 证 明 公 式 (31) 需 要 用 到 下 页 推导 的 行列 式 的 一 个 一 般 传 递 

性 质 {( 卷 ?2, 中 译本 p.120 习题 的 第 2 题 ): 设 有 一 个 元 在 域 中 的 
78 X 0 年 阵 ; 我 们 将 它 分 割 成 一 个 站 X = 年 阵 4 二 (245), 其 中 
每 个 ;是 一 个 下 矩阵， 而 且 4i 全 部 交换 、 这 等 价 于 假设 
) 全 部 属于 矩阵 代数 gx 的 一 个 交换 子 代数 转 ， 这 恰 是 (35) 的 矩 
阵 Ata) 与 郑 块 4(pi;) 所 处 的 情况 。 出 于 hE 对 及 名 是 交换 
的 ,所 以 行列 式 的 通常 定义 及 性质 仍 有 效 ; 我 们 可 考虑 
(36) detet A) 一 三 EBP tas hnins 
这 里 是 对 1, 2，-…,#) 的 所 有 置 痪 《5 纹 ) 求 和 的 而 
5 一 1 ,一 1 则 视 卫 为 偶 置 澳 或 村 置 换 而 定 。 上 面 所 期 定 的 dets( A) 
是 @; 的 一 个 元 ,所 以 我 们 能 取 它 的 通常 行列 式 , 我 们 来 建立 下 列 
公式 
(37) dettdetsf A)) = detA, 
这 里 deth 是 of x oh 抱 阵 的 通常 行列 式 。 


"7+ 


要 证 明 这 个 结果 ,我 们 可 将 基 域 记 扩 张 到 记 有 和 矩阵 1; 的 特征 
多 项 式 的 积 在 上 的 一 个 分 裂 域 ， 若 能 在 这 个 域 中 证 明 这 个 结果 
就 是 够 了 了 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 包含 条 有 2; 的 特征 根 ， 
交换 线性 变 措 集 理 论 ( 卷 2 的 中 译本 p.p.118 一 119) 表 明 存 在 一 算 
阵 peE。 使 每 个 phym 是 三 角形 矩阵 ; 


pii, 站 
Pii, 
0 


(38) WK = Nit = 
Piis 

因此 : 若 设 

EE 

下 
{39) MM = + a 
: 点 

则 

I MN Np 
{40) MAM = Di N21 "Nan 


Hr Nn2 "Hag 
我 们 有 det4 一 deM AM ， 由 于 qi 三 pip 
deraM 4M = pr itdets A)r, 
因此 detr(det,M~AM) 一 detfdets4)， 放 只 须 检 验 下 式 即 可 : 


(41) det(det, MAM) = detM -iAM, 

站 楼 由 det， 的 定义 及 三 角形 矩阵 的 相 腰 , 相 加 方法 可 得 
detp;, 水 

(42) detsM “AM 一 dctp; ， ， 
D : detpn 

其 中 


Pu Pik *"" Pink 


(43} ph 一 Paix 站 和 , 
Punk Prk "Ponk 」 


» 6 * 


因此 
(44) det(dets MAM} =— detpidetps* + *detps, 
其 次 我 们 还 需要 计算 detM 4M。 为 此 我 们 作 下 列 的 行 与 列 的 
置换 ， 对 于 :一 1 及 了 一 1 2 使 
列 上 太一 1 有 十 7 -> 列 人 一 1 十 力 
行 (一 1 十 1 玉 行 (i 一 10n 十 
这 样 就 给 出 矩阵 


(45) , ， 
本 
其 中 A 如 公式 (43) 所 示 . 因此 由 拉 普 拉 斯 (Laplace) 展开 式 ， 
detM 一 4 一 detpidetpi "detps 一 det(detsM 44) 这 就 证 明 
了 所 需要 的 公式 (37)。 
现 将 这 个 结果 应 用 干 范 数 , 我 们 有 Waiefe) 一 det(psfe])e 苑 


及 
NaloeNat(#) = dettACdctp;)). 
由 于 p 4(p) 是 一 个 同 构 ,我 们 有 
Galderps)) 一 det 人 (on 


因此 由 公式 (37) 
detitdetpii) = detdet (CACp,)) 一 detAla), 

由 detAte) 一 Nylz(a) ,我 们 得 到 范 数 公式 (31). 我 们 现在 将 所 有 
这 些 限 制 在 和 是 一 个 域 P 的 情况 3?， 我 们 知道 任意 eeP 的 最 小 
多 项 式 mtx) 部 是 不 可 约 的 ， 因 此 竺 征 多 项 式 f(x) = me 
我 们 有 [P: 外 二 8 一 degf(x), [ta):@l = degmlx)， 因 此 
> 一 degfs Cx)/ degmat#) 一 [P:®]/[D( a):] = [P:$(a)]， 故 育 
(46) fx) = tm Cw 

我 们 还 要 推导 几 个 关于 一 个 域 的 范 数 与 迹 的 重要 公式 ， 让 我 


0 在 此 情况 下 证 阴 范 数 传 递 性 公式 的 一 个 简 荔 方法 将 谋 下 画 习 惩 的 第 二 题 中 指 
出 . 一 一 车 者 注 , 


和 丰 呈 。 


们 先 看 可 分 越 的 情况 : 设 Pj@ 为 有 限 维 可 分 扩张 , 9/@ 是 P/ 
的 直 规 用 包 , 则 376 是 项 罗 瓦 扩张 ,而 且 对 于 9/@ 的 伽 懈 遍 群 
G 有 fi9:@] 一 [G:1]， 设 五 是 G 的 对 应 于 Pj 的 子 故 { 即 8/P 
的 茹 罗 瓦 群 }. 由 于 [P3:8] = #, 指数 (G:H) 一 #, 我 们 有 # 个 
不 同 的 陪 集 Fi,F 5。 荐 二 表示 总 在 P 上 的 跟 制 , 则 
2 是 Pj 名 到 加 /名 内 的 不 同 的 同 构 , 而 卫 它 们 是 PIP 到 
978 内 的 全 部 同 构 {$ 7) .次 设 pEP 月 天 是 0 的 对 应 于 lp) 的 
子 群 , 则 G 忆 居 刁 , 设 …, 态 是 6G 中 陪 集 Kt 的 一 个 完 
全 代表 系 ，xt,…, 忆 是 天 中 陪 集 Hu" 的 一 个 完 念 代表 系 , 则 我 
们 有 G 一 UKRi 民 一 UP 改 G 一 UDBaizs 这 mr 个 元 
zi 作成 6G 中 玉 的 陪 集 的 一 个 完全 代表 系 , 我 们 可 以 假设 这 些 元 
就 是 我 们 前 面 讲 的 “。 这 些 才 在 8{p) 上 的 限制 给 出 B{p)/$ 到 
8/8 内 的 所 有 局 构 ， 而 且 它 们 是 互 异 苑 ;由 于 2 生成 PB(p)， 履 
可 推 知 元 pi, pri,………, pi” 是 互 民 的， 而 且 它 们 包含 所 有 的 共 碍 
元 p"， 这 里 ECG。 因 此 p 在 四 上 的 最 小 多 项 式 是 
mw) 一 H (x — pe)). 
但 是 我 们 还 有 pe) 一 pr 对 一 切记 及 了 成立, 因此 
I (xz po) 一 I H (一 we = moGeJr， 

另 一 方面 ,+ 一 [P:9(p)]， 族 关 在 (46) 中 使 4 二 p 就 可 知 特 征 
多 项 式 


(47) fetx) = EH (: — 5), 
1 


这 里 ay ps yi 是 Pj 名 到 它 的 正规 济 包 8/$ 内 的 不 同 的 同 
构 , 将 这 公式 与 (22) 对 比 就 可 得 到 在 可 分 情况 下 的 迹 与 范 数 公式 : 


(48) Tpiotp) 一 > ps, Neielp) 一 Hl pi, 


其 次 性 噶 了 /多 是 纯 不 可 分 的 竺 征 P 世 0 的 域 的 镇 况 ， 此 
村 有 [了 :@] 一 PP， 设 PE 了 ， 其 最 小 多 硕 式 motx 有 形式 


» 人 + 


一 a 一 (fr 一 pm 由 于 Pj@(o) 是 纯 不 可 分 的 , [P:9(p)] 一 p*， 
p' = [P:$] = [P:B(p)l: IP(p):P] 一 站 天， 因此 ff = 十。 


由 (4 ,特征 多 现 式 丰 

(49) jw) = a a) (xp). 
这 就 证 明了 

(50) Triefp)] 一 [P:9]p，Nrpetp) = poo. 


现 设 Pj 旬 是 任意 域 ，Zj 罗 是 概 大 可 分 子 域 ，8/ 是 ?1 外 
的 正规 闭 包 , 则 9/@ 包 合 213 的 正规 闭 包 A/ 且 . 我 们 仍 假 设 其 
特征 p 关 0, 则 [P:3] 一 六 ,了 六 0, 这 就 是 不 可 分 次 数 [P: 人 @]; 
(510)， 若 PEP， 由 《50) 及 (47) 有 

Nplatp) 一 Naziefwnizfkp]) 一 Nsiolp oo) 
c= (pl? oY) J plP' PI Ys . . (DIE Yn 

这 里 的 ay or 是 2 到 Aj8 内 的 不 同 的 同 构 , 易 见 每 
个 地 是 Pj 看 到 898 内 的 一 个 同 爸 的 限制 ,而且 Pj 到 9/j 中 
内 的 相 异 同 构 在 3/ 而 上 有 相 异 的 限 挡 ， 并 将 这 个 域 映 入 A /中 
( 见 $ 10 习题 的 第 一 题 )， 上 述 公 式 还 可 改写 为 
(51) Naolp) = (pp pr 
这 里 5 ;名 ，*…* ,sn 可 看 作 Pj 加 到 8j@ 内 的 不 同 扒 辐 构 。 用 完 
全 相同 的 方法 可 得 : 
(52) Toetp} = [P.O), (p+ pr + pr). 

若 了 不 是 下 上 的 可 分 域 。 则 之 0 而 县 [P:B1, 一 pr 能 被 
P 整除 ,因此 对 于 不 可 分 的 了 /名 B 来 谣 ，YTplekp) 二 沁 

了 下面 我 们 还 要 得 到 Pj 名 关于 一 个 基 (tp, py， ,Ps) 的 判 
别 式 的 一 些 公式 , 它 就 是 
(53) $ = det( Typol pip;)), 

若 P/8 是 不 可 分 的 , 因 Tree 一 0， 故 8 一 0， 现 设 P/ 多 是 
可 分 的 ,如 前 仍 设 ay mr 是 了 /名 庆 8/B 内 的 同 构 , 今 莹 
虐 知 阵 
(54) A= (pi)(li,i = 1,2,.*" ,2), 
我 们 在 定理 16 的 证 有 明 中 已 经 看 到 de4 过 0, 我 们 来 考察 和 矩阵 


= 


44 (这 里 4' 是 矩 匠 4 的 转 置 矩阵 ), 它 的 (i, 门 元 是 
(55) pliph + pp 十 + pinpis = Tool pps), 
因此 5 二 detA 4'。 故 有 
(56) = (detAd ,4 = (p')., 
由 于 det4 去 0， 这 式 表 示 5 冯 人 。 我 们 还 知道 由 这 个 结果 可 推 
出 迹 双 线性 型 (p,q) 一 了 pwlpg) 是 非 退 化 的 《着 2 的 中 译本 
P-124), 因 此 我 们 有 下列 

定理 18 车 Pj 全 是 有 限 维 可 分 的 , 则 其 迹 型 (trace form) 
(ps 9) 一 Tno(po) 是 非 退 化 的 且 Pj/ 名 的 判别 式 8 冯 0. 

设 8 是 有 限 维 可 分 扩张 的 一 个 本 原 元 ， 则 由 (46) 易 知 8 的 竺 
征 多 项 式 f(x) 与 它 的 最 小 多 项 式 相 司 。 在 8[x] 中 我 们 有 
f(x) 一 (x 一 B(x 一 所 )--(x 一 9,), 8 一 8， 上 且 各 6: 是 相 异 
的 。 车 F(x) 是 fx》 的 导数 , 则 
(57) 1{8) = (0 —0)(0 一 0) — 0,), 
因为 了 (Cx) Bx]， 所 以 这 个 元 包 会 于 P 了 一 再 (的 之 中 , 元 了 1(9) 
称 为 9 的 差 界 ， 我 们 将 证 明 由 基 (1, 89, 仿 ,，……, 8"”!) 确定 的 判 
期 式 闻 是 
(58) 好 一 《一 二) Noel 1(8)). 
我 们 有 5 一 detTpipt98 各。 显然 我 们 有 一 个 将 8 上 野人 外 的 
(0)1P 到 如 /有 内 的 同 构 ， 因 此 6; 蚌 8 的 共 应 元 
864 日 (94 一. 《54) 的 对 于 基 (1,8, 六 ,，…:, 8”) 的 失 阵 
4 现在 变 为 


上 (六 一 们 
2 


有 的 
det4 是 著名 的 范 得 获得 《Vandermonde) 行列 式 , 它 的 值 是 
下 (6; 一 8)， 闪 此 (56) 给 内 判别 起 公式 


了 


® T+" 


(59) 8 一 [| (0; — 6;)’, jy 了 一 122 


另 一 方面 , 1f(8) 一 1 (9, 一 9,)， 利 用 5， 将 9, 映 人 人 9, 可 得 
F(8)5 一 I (91 一 91), 于 是 
(60) Nero 一 (DT 一 em 
比较 (59) 和 (607 ,就 证 明了 (58). 和 
习 题 15 


lL. 设 忆 是 代数 x] /x 一 站 ,网 六 次 是 (1, 外- 人， 其 中 日 是 化 染 
+ 十 fx 一 上 证明: 若 吕 一 eo 二 2 二 … 十 区， ti 多， 则 人 的 关于 基 
Cl, Qs "1) 的 矩 阵 是 稍 环 算 阵 


Wy Fo 


证 时; 车 鱼 包 含 1 的 # 个 由 异 的 # 次 根 &1， 则 
NCEA) = detA# 一 让 (3 mt!) ， 


2 说 节 三 末 三 站 是 域 8 的 在 限 维 扩 域 ,a E&P 县 4" 一 x 十 十 人 一 a， 
是 4 在 吾 土 的 最 小 多 其 式 ; 医 而 人 3D 需 定 了 名 (a3 多 的 一 个 矩阵 考 冯 ， 诬 明 我 们 可 通 
过 下 列 方 法 得 人 到 覃 (ea 有 的 一 个 矩阵 麦 示 : 将 所 出 现 的 元 0，] 分 别 韦 点 X 二 的 霉 算 
阵 钉 ] 单 位 矩阵 代替 ， 而 e 则 用 旬 18E 的 一 个 矩阵 表示 的 表示 矩阵 4 民 wj) 代替。 利用 
拉 普 辽 斯 展开 式 驻 证 续 果 矩阵 的 行列 式 是 

Necayets) = = detAa(o, ). 
由 于 wa 二 NecayipC227， 此 起 给 出 : 
Necalsts) = Naet Ngeeniot or)), 

然后 证 明 Npigt9) 一 eetet Df = [P: 定 Cg)]， 利 用 这 些 结果 证 明 中 一 P 时 的 
公式 (31). 

3, 没 轴 / 下 旦 具有 基 (Ci, 8 am)》 的 一 个 代数 ， 关 一 (#,， 1,"…, 专 a) 是 
含 未 定 元 者! 的 三 奸 式 域 ， 考虑 基 上 的 代数 【 虹 多 # 美 )， 它 有 美 上 的 基 La， 多 人 


rn)， 证 明 : 落 革 一 六 Eu， 则 天 的 特征 多 项 式 fx{x) 是 多 [x ,nr, 攻 ,] 《xy 


i 者 是 未 定 元 ) 中 的 一 个 站 次 齐 次 多 项 式 .。 刊 电 此 结果 及 卷 ]1 的 中 译本 pp-113 一 119 


* 7 了 


窗 项 式 环 的 算术 至 诊 证 归并 的 景 小 窜 项 式 x(x) 有 形式 
x 
这 里 xi 的 系数 是 一 个 上 的 主 次 齐 次 多 项 式 ， 荐 5 二 FayuitE 尖 ， 竹 
HA) = #7 Hs ey) 
证 二 pa) = 0. 
4- 备 符号 音义 与 题 3 相向 并 设 划一 了 为 一 城 * 证 明 x(x*) 是 不 可 约 的 (提示 :用 
$9 习题 由 的 第 + 题 )) 由 此 证 明 fxt#》 是 pxl*) 的 一 个 血 ; 证 明 at,", 吉 s) 是 不 
可 约 的 而 且 其 范 数 型 tnorin form) 
NOXD) = 十 p(B 
15. 届 罗 瓦 上 同调 人们 总 是 富 欢 研究 一 个 有 限 维 仙 办 瓦 扩 
张 Pj 名 的 徊 罗 瓦 群 @ 到 P 内 的 或 到 中 的 非 去 元 组 成 的 魏 烙 P* 内 
的 映射 ， 更 一 般 地 :我们 经 党 遇 到 惧 集 6 XG,G XG XG 
到 了 或 P* 内 的 映射 4G 中 的 多 元 函数 ) ,一 个 特别 重要 类 型 的 如 到 
P* 内 的 映射 了 一 EP* 是 一 个 满足 仇 米 - 诺 特 (Emmy Nocther) 
{61) Pr = 卫生 
的 有 映射， 车 py EB， 则 下 一 种 ， 这 可 写成 Ar 二 pp。 它 恰 是 
一 个 特征 标 或 @ 到 旬 内 的 可 乘 喘 射 ， 若 如是 一 个 具有 生成 元 & 的 
循环 群 : @ 一 118 多 有 一 1 则 能 合 Ntp) 一 外， 
ms” 一 上 的 任意 元 pEP 定义 一 个 满足 
(61) 的 映射 一 gp;， 如 果 我 们 规定 
(62) pm — 1, ree py pp: = pp er pp es 
则 pg pp pe pp pe p= php 对 i = 1, +, 
2 一 2 成 立 ， 对 于 7 二 1 来 说 (61) 是 明显 的 , 因为 二 1 而 且 
1 一 pr 一 pg 一 pe N(p)。 因 此 (61) 对 所 有 一 并 
及 1! 一 8 成 妆 ， 容 易 用 归纳 法 检验 它 对 一 切 ? 及 一 切 上 一 时 也 
成 立 . 
对 于 一 般 情 况 : 若 > 是 P* 的 任何 元 ,我 们 可 令 疡 一 7) 
从 而 有 
pps = (YOO YY YN 
= TY) 
= Yr) 


Cr 


一 pt, 
因此 wc 一 Yt7Y 对 于 P 中 任何 非 零 元 y， 满 四 诺 特 方程 。 性 
们 现在 来 证 申 说 特 方 程 的 这 个 "平凡 解 是 唯一 可 过 的 冬 ， 因 为 牙 
们 有 有 

定理 1 设 :一 pj 是 CG 到 P* 内 的 使 io 一 mm 1€G) 
的 一 个 脆 身 , 则 在 ?中 存在 一 个 非 零 元 7 使 记 一 ?C7 

证 由于 各 凸 是 关 " 的 及 各 白 同 构 在 P 上 是 右 线性 无 美的 ， 
可 出 算 子 Zp 三 3 及) 是 闪 0 的 。 因此 我 们 能 找到 一 个 YEP 
使 7 三 失 Srp) 一 2B'p 去 0。 现在 计算 


和 一 ( 瑟 六 = Ppp 
一 (S Br pp ) me! 
一 D3 pp ) pr! 
一 (5 prp, ) pe 
由 于 当 :遍历 G 时 ，#4 也 遍历 6， 放 得 所 求 的 多 一 Ypr' 及 
和 一 Yfy 1 
我 们 忆 经 看 到 , 若 G 是 具有 生成 元 & 的 循 永 群 ,而 且 站 是 了 中 
药 数 为 1 的 元 【Yoef 一 1), 网 pe 一 pp ep (1 扫 工 执 
#7 一 1，p 一 1) 满足 庶 桂 方程 。 本 定理 断言 存在 一 个 YE P* 使 
= pe 一 Y(YF)'， 这 就 得 到 下 面 的 推论 ， 它 在 一 些 文献 中 称 为 
“和 希 汞 伯 特 定理 90”. 
推论 ， 设 Pi 是 一 个 有 限 维 短 环 扩张 域 ，8 是 P 在 几 虐 的 
人 棉 罗 瓦 群 的 一 个 生成 元 , 则 任何 使 Npegkp) 二 1 的 元 jx&P 了 对 于 
适当 选择 的 Y EP 了 都 有 形式 一 707Y5) 
刚才 得 到 的 两 个 结果 对 于 伽 罗 瓦 扩张 /和 的 吉 法 群 有 类 似 
的 结果 。 我 们 考虑 G 到 ?了 内 的 一 个 映射 一 * 5.， 诺 特 方 程 的 扣 


群 类 比 是 
(63) B= EO, 
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落 >EP， 且 令 多 一 7 一 和 六 则 5 一 Y 一 Y 及 
d=7 YY = 6,，, 
淫 (63) 上 成立 ,因而 定理 13 的 直接 类 比 成 立 : 
定理 20 设 5,(s EG) 是 P 的 满足 (637 的 元 ， 则 存在 一 个 
ytEP, 使 人 一 Y 一 入 
证 我们 选择 一 个 元 p EP 使 Tefe) 一 3p: 关 0， 根 据 戴 
得 金 无 关 定理 有 人 * < 0， 所 以 这 是 能 做 到 的 ， 令 


T= > T{lp) bp', 


EE 时 


| 

- 7y 一刀 一 T(p] (5 (ae — a10")) 
一 TO Ge 一 2 
-TO (D0") 
-7 (Do) 
— 8,7(p)"'T(p) 一 8 

这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 


对 于 循环 群 的 情况 , CG 由 & 生成 条件 Npielx) 一 上 的 类 比 
是 Tnet rm) = 0., 车 4 是 这 样 的 一 个 元 ， 则 可 使 0 6 一 
pp 十 pr 十 … 十 pe”, 容易 检验 (63) 成 立 ,我 们 因此 有 着 尔 伯 特 
定理 90 的 加 群 类 比 : 

推论 ， 设 P/% 是 有 限 维 备 环 扩张 , 8 是 PJ@ 的 期 罗 瓦 群 的 
-- 个 生成 自 岗 构 , 则 任何 使 Tpwo(p) 一 0 的 元 &eP 对 于 一 适当 
选择 的 YE€P 有 形式 7 一 72?， 

我 们 知道 ， 落 Pj 中 时 一 个 以 6G 为 其 伯 罗 瓦 群 的 有 限 维 俩 罗 
瓦 扩 域 ， 则 将 了 看 作 中 上 的 向 莽 空 间 时 的 线性 变换 集 fo(P) 与 
具有 形式 之 Jp, 三 215pR 的 算 子 集 吧 重合 《54 引 理 )， 我 们 


时 


LA 和 


也 知道 由 戴 得 金 无 关 定 理 ， 群 元 {*)j (s € G) 构成 看 作 P 了 上 的 各 
向 量 空间 SefP) 的 一 个 基 ， 我 们 现在 来 曾 明 庶 特 方程 是 刘 于 考 感 
下 列 问 题 而 产生 的 : 环 8e(P) 的 娜 些 自 同 构 能 使 子 环 Pr(=1P) 
的 每 个 元 不 变 ? 现 设 4 是 这 样 的 一 个 自 同 构 并 令 :一 L(s 6)， 
则 若 将 4 作用 到 基本 关系 en 一 :p')e 《方程 (2)》 就 可 得 到 
(64) prits 一 Hs(p’ J)r, - 
因此 

pals 0) = (pT ts = mp’ re = (slg)pr, 
获知 sw 是 P 了 的 加 群 的 一 个 自 同 术 , 它 能 与 每 个 右 葬 变换 px 交 
换 。 由 此 推出 一 ex 本 身 是 一 个 右 滋 变换 ( 卷 1 的 中 译本 p.78)， 
因此 sy 一 pe， 一 spts EG )， 我 们 现在 利用 :一 二 一 4 是 
GG 的 一 个 同 态 这 一 事实 ， 又 可 推出 wi 一 ws(s, +EG)， 因 此 我 
们 有 sips 一 全 机 并 下 二 siptim， 牙 这 个 pp EP* (因为 pp 了 0) 
满足 诺 特 方程 。 有 反之， 如 果 倒 转 以 上 步骤 我 们 就 容易 看 到 车 
bs 天 0 满足 诺 特 方 程 , 则 上 映射 


A: > spe > 人 ps We SH 
+ 四 


是 SotP) 的 一 个 自 同 构 ， 它 是 PR 上 的 单位 自 同 构 。 我 们 知道 
se(P) 的 任何 让 同 构 , 如 果 它 是 Br 上 的 单位 自 同 构 ( 在 P 中 作用 )， 
那么 它 是 一 个 内 自 同 构 ( 善 2 的 中 译本 p.213 习题 的 第 5 题 )， 因 
些 存在 一 个 元 《ERgRe(P) 使 X* 一 CC 对 所 有 琶 EeofP) 成 
立 ， 特 别 地 , 我 们 有 px 二 ph 一 CTpgC 对 所 有 p EP 成 立 ， 即 
C 可 与 每 个 pg 交换 ; 故 可 推 得 C 一 ye， 其 中 7 是 了 的 一 个 非 零 
元 ,此 时 
5 
= sarTR = 7) ECG。 

由 此 推 得 pg 一 rtY 这 就 给 出 了 定理 19 的 男 一 证 靶 ， 当 然 ， 
这 个 证 明 不 象 第 一 个 那样 初等 ， 但 在 前 后 交 内 容 不 便 使 用 第 一 法 
"+ 它 还 是 非常 有 用 的 ， 

So(P) 百 作 并 二 【Zsps} 的 表示 为 我 们 提供 了 一 类 更 一 般 的 
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环 的 淘 进 法 ;这 个 环 称 为 域 P 及 其 伽 罗 页 瑟 G 的 交叉 积 ,为 此 可 考 
虑 ?上 上 的 一 个 右 向 量 空间 加, 它 有 基 (ww) 与 群 G 成 1-1 对 应 : 
s 一， 因此 要 的 元 能 且 仪 能 以 一 种 方式 写成 > tp(p: EP) 的 


形式 ,， 故 【名 :Pjg 一 (G:1)。 现 设 有 G XG 到 P* 内 的 一 ' 个 映 
射 ， 它 使 每 个 群 元 的 有 序 对 《5, 1) 对 应 于 pw 《P*, 我 们 利用 它 
们 根据 下 列 公 式 在 册 中 省 义 一 个 乘法 : 
(65) (5 me.) (5 ua] 一 >) tO piste 

了 EG FE i 


容易 验证 ,这 个 乘 匡 关于 加 法 是 (去 , 石 ) 丽 方面 可 分 配 的 , 因此 多 
将 成 为 一 个 环 当 且 仅 当 冬 法 钓 结合 律 成 立 。 出 于 它 适合 分 配 律 ， 
所 以 内 须 对 于 ge 一 op 下 一 如 g 6 一 T(t,!1, EG) 有 
(ab)ec 二 albe) 就 足够 了 ,项 内 
(ab)e 一 《apape(ator] 
= Hep oT Hs thre 
albe) — (wp)} (wweo"T Hs) 
一 wp "OT pyr fhe 
因此 结合 律 成 立 当 且 仅 当 
《66) pfl 一 popttes S99 VE CG, 
满足 这 些 条 件 的 非 零 元 上 ss ze GG) 的 集合 称 为 一 个 (G，P*) 
因子 组 .我 们 上 面 的 讨论 表明 这 样 一 个 组 由 公式 (65) 定 义 一 个 环 
区 ,结合 性 条 件 恰 对 应 于 亲 件 (66)。 这 个 环 菇 称 为 6G 与 P 的 关于 
因子 组 如 ,: 的 交 及 积 ,我 们 记 作 名 一 (G6 ,P, p) 以 指明 它 的 要 素 
G,P 及 因子 组 二 (11). 

如 果 仍 将 folP) 的 表示 看 作 % = 一 {3sp}， 我 们 就 知道 9 同 
构 于 交叉 积 〈《G,P,1)， 这 重工 是 因子 组 jw 一 1(s, 26 1 是 
P 的 单位 元 1， 这 只 要 将 (65) 与 工 能 元 的 乘法 对 比 就 清楚 了 ， 我 
们 现在 将 匀 在 P 上 的 厂 基 (5) 用 (ww) 代 蔡 ， 这 里 ww 二 :7 而 
7: 是 PP 的 一 个 非 深 元 , 则 有 


wus Cr) ) = YY, 


= Hara YT,, 


因此 我 们 知道 也 同 构 于 交叉 积 (6 , P，p， 这 哇 

《67) ET 

容易 检验 它们 满足 因子 组 条 件 , 但 这 上 芭 是 不 必要 的 ,因为 它们 是 等 

价 于 结合 律 的 。 由 函数 ; 一 7, € P* 利用 (67) 得 到 的 因子 组 5 丈 

为 等 价 于 1 (Lp ~ 1)， 我 们 所 建立 的 结果 是 ; 若 ~ 1, 则 (6， 

P, gp) 同 构 于 SotP)， 我 们 可 能 会 辅 椒 定理 18 的 类 比 能 对 因子 组 

有 效 , 但 是 情况 共 不如 此 ,我 六 将 通过 循环 群 的 特殊 情况 来 说 阴 这 
设 G 是 一 个 以 8 为 生成 元 的 循环 群 , 且 设 (6:1) 一 a, 我们 

设 当 0 所 j,i 所 一 1 时 ,有 


， 人 车; 十) < 反攻 
aly 一 


(68) = . 
0 (EP), 荐 i 二 j 字 玉 1 


我 们 去 检验 因子 组 条 件 (66), 由 于 1]，a&€ 全 ， 这 些 能 简化 为 

(69) Bai er tigt rig — Heigitkphp, gt, 

此 时 共有 三 种 情况 ， j 十 7 十 天 之 1 和 # 竹 7 十 j 十 下 过 24 六 
i 十 了 十 邓 字 2n， 在 第 一 种 情况 ,等 式 两 端 均 化 为 1; 在 第 二 圳 情 
次 :两 端 均 为 ec; 而 在 第 三 种 情况 ， 则 两 端 坎 为 w。， 著 4G 是 循环 
群 而 且 # 是 刚才 所 定 久 的 类 型 , 则 交叉 积 (6G,P 了 , &) 称 为 循环 代 
数 或 循环 交叉 积 ， 条 件 p ~ 1 表示 存在 一 些 非 零 元 Y# 个 pve 二 
7aitriy8ys。 这 表明 对 于 y 一 Ys ya 一 YY 
77Y 1 来 说 ，。w 二 YY 二 YT 了 YY 一 TNpg(7), 
但 工 一 mi 一 Yi 给 出 为 一 1 收 必 须 有 am 一 Wele(y)。 动 
知 这 个 荣 件 世 可 推出 &g ~ 1。 四 此 可 知 我 们 能 够 得 到 一 个 因子 
组 站 所 1， 这 只 要 选择 一 个 元 w& 中， 它 不 是 了 中 性 何 元 > 的 范 
数 就 行 了 ,例如 取 事 为 实数 域 而 了 是 复数 域 ,? 了 一 BO , 产 一 一 1， 
则 当 一 ?1 十 27afyiy ye 和 ) 时 有 二 了 一 一 iY; 以 及 
NY) 一 六 十 宛 字 0 因此 当 x 近 0 时 ,rw 椒 是 一 个 范 数 .这 
里 要 指出 的 是 ， 由 这 样 一 个 & 多 成 的 循环 交叉 积 同 构 于 @B 上 的 哈 
省 顿 Hamilton》 四 元 数 代数 ， 


对 一 


直 TD» 


我 们 讨论 的 以 上 各 概念 在 群 的 上 同调 理论 中 全 属 特殊 情况 ， 
我 们 将 简明 地 概述 其 一 般 情况 ， 我 们 从 任 一 群 G 及 整数 环 上 的 G 
的 群 环 KG) 开始 ，1(G) 的 元 是 元 > ms 这 里 的 m 是 整数 ， 


瑟 对 于 如 的 一 个 有 限 子 集 来 说 mw, 关 0《 和 参看 卷 1 的 中 译本 p.89 
习题 39 的 第 2 题 )， 现 规定 : 21mss 一 3#s 当 且 仅 当 对 于 一 
Zrms 十 Ens = Elm + ss 
乘法 则 规定 为 (mo) (如 m1 ) 一 可 mrst。 由 于 G 是 可 结 
工 上 疗 上 EE JE 


合 的 ,所 以 _【(G) 是 一 个 结 舍 环 ， 设 跑 是 一 个 在 1(CG) 模 : 则 纲 
在 加 法 下 是 一 个 交换 群 ， 并 且 定 义 了 乘积 xalx€ ,a € 1(G)， 
xa EM) 能 使 (x 二 ya =xa 十 ya, x(ta + 6) 一 2a + 4， 
xtab) = {xa)B,xl = 1, 

令 CT(G, 观 ) 代表 + 重 积 GxXGXx.''-+"xG 到 内 的 映 
射 集 ，C'(G， 1) 的 元 称 为 6 关于 模 听 的 + 上 链 ， 它 们 是 觅 身 
CE G)，。 如 果 按 通常 方 
法 定 尖 了 十 g: (7 gts 5 
gn ,我 们 就 可 将 CCG, 负 组 成 一 个 交换 群 。 现在 
定义 一 个 辣 态 #， 称 为 CCG, 对 ) 到 CAG, 了 ) 内 的 上 边缘 
算 子 ,为 此 对 于 C" 一 CC， 串 ) 中 的 + 用 如 下 鸭 方法 定义 对 : 

kds， 一 


《270) 二 > (—1) fs, i" + sy 


于 (一 Drafta ”9 5 
显然 df 十 8) 一 9 十 d, 故 b 是 分 宙 Cr 内 的 一 个 同 态 . 严 
客 说 来 ,我 们 应 该 将 由 (70) 定 义 的 4 记 作 或 ， 但 是 用 这 同一 符号 
表示 所 有 这 些 定义 在 C'(r 一 1, 2,…) 上 的 同 赤 将 赵 为 方便 ， 
取 模 各 本 身 作为 9 上 链 群 C", 并 将 C' 志 包括 进来 是 很 方便 的 . 
这 时 若 xcC" 一 昕 , 则 办 是 5 的 使 (dx)s 一 * 一 的 元 素 . 
将 (作用 于 C" 上 ) 的 核 过 为 2， 它 的 元 称 为 好 关于 模 台 


* BO * 


的 * 上 循环 。 在 下 Cr: 在 C' 内 的 象 表 为 B'， 它 的 元 称 为 
上 光纤 .2Z' 及 有 部 是 C" 的 子 群 而 且 可 证 2' 过 B"， 这 等 价 于 
证 明 : ”对 于 上 边缘 算 子 4 有 全 一 0, 我 们 把 它 的 证 明 留 作 习题 
(下 再 习题 中 的 第 1 题 )， 商 群 厂 (G6, m) 一 Zr/8 称 为 G 关 于 
模 锯 物 第 + 个 上 同调 群 ， 这 里 我 们 取 r+ 一 0, 1,2,…， 并 约定 
8" 一 0, 因此 本 一 Z",， 这 里 Z' 是 0 上 循环 的 群 ,这 个 群 的 元 恰 
好 是 观 的 对 所 有 s EG 都 有 xi 一 xx 一 (0 的 元 x, 显然 它们 从 是 
久 关于 G 的 不 变 元 集 . 

现在 我 们 来 阐明 本 市 所 考 寨 的 各 概念 是 适合 这 种 一 般 描述 
的 ， 今 取 @ 为 有 限 维 知 罗 瓦 扩张 Pj 的 炳 罗 丙 群 , 对 于 模 趾 则 
可 取 了 的 乘 群 P” 或 取 P 的 加 群 (P, 十 ); 在 第 一 种 情况 我 们 利用 
如 下 需 定 的 乘法 pa 将 P* 作成 一 个 1(G) 寞 ， 

pg 一 ]] (or (os P*, 4 一 > ms. 


reo 


由 于 6 是 一 个 有 限 群 ,我 们 是 不 难 定义 这 个 冬 积 的 ,关于 模 的 公理 
的 检验 是 很 平凡 的 ;我 们 留 给 读者 ,一 个 1 上 链 了 一 上 一 RD EP* 
旦 一 个 上 循环 当 且 仪 当 (2G 站 一 ppp 一 1 (P* 的 0); 这 
等 价 于 pi 一 pj， 而 这 就 是 慨 米 - 诺 特 方程 (61)。 车 7 EP*， 
则 7 是 一 售 0 上 链 而 且 它 的 上 边缘 是 1 上 链 f(s) 一 Y(7Y 定 
理 19 现在 可 改 述 为 如 下 命题 ， G 关 于 P* 的 每 个 1 上 循环 都 是 
一 个 上 边 绿 。 换言之 ,Zi18' 一 1, 或 6 关于 P+ 的 第 个 上 
调 群 臣 恒 等 元 群 . 


和 


若 {s, #1) fh 是 一 个 2 上 链 ， 册 上 边缘 定义 结 出 以 下 结 


(dp) sy £9) = pepe pa pt) 
由 此 淮 得 pp, 是 一 个 2 上 循环 当 且 仪 当 和 ape 一 prowp,(s， 
1, WE 好 ) 而 这 些 怡 是 定义 一 个 因子 组 的 条 人 忻 (66)。 因 此 各 2 上 
循环 都 恰 是 因子 组 。 若 * 一 7 基 一 个 1 上 和 链 , 它 的 上 边缘 47 由 
(dF)G ,站 一 YAY4) 7y: 给 出 ,因此 各 2 上 边缘 都 恰 是 等 价 于 1 
的 因子 组 。 经 过 一 般 考 虐 可 得 因子 组 的 集 在 履 渡 (p25), 一 


+ S81 * 


tov 下 构成 一 个 群 ; 告 价 于 了 的 因子 组 构 或 一 子 群 .而 第 二 个 上 
闻 汕 群 FCG,P*) 是 第 一 个 群 关于 第 二 个 群 的 商 群 。 如 我 们 所 
看 到 的 ,一 般 地 ,上 司 调 群 HCG, P*) 是 P* 的 G 不 变 元 集 , 因此 
它 是 子 域 8 的 村 群 人 * 

对 加 法 群 (P ,十 ) 可 以 作 完全 类 似 的 讨论 ,这 时 ,借助 于 定义 
pa 一 2 mp' 将 加 登 (P, 十 ) 看 作 一 个 1(G) 模 , 易 见 定理 20 断 


了 四 叶 


言 C 关 于 (P, 寸 ) 的 第 一 个 上 同调 群 是 0 。 可 以 证 明 ; 如 果 了 的 特 


征 是 0 或 者 不 是 上 的 阶 = 的 因子 时 , 则 所 有 上 同调 群 了 (G6 ,P)=0 
(7 六 1 ， 这 是 下 面 习题 中 第 2 题 的 直 拉 结果， 


习 题 18 


1 证 朋 : Ad 二 0 


于 任何 y€ 答 ， 存 在 一 个 唯一 的 * 《写成 二 ) 使 nx 二 y， 证 明 : 对 于 :>1， 从 
一 人 

3. 设 P1 是 一 个 御 环 扩张 ，TP: 旬 ] 二 m，* 是 汪 的 一 个 因 于 ，Y 是 十 的 一 个 使 
7 二 Npielp) (ptP) 的 非 淮 元 ， 证 明 Y 二 Nsie( 攻 ,这 里 Ej 旬 最 PIB 的 使 
《P:B) := r 的 (唯一 的 ) 子 域 ; 向 且 4 ER. 《提示 ; 令 二 mr 并 考虑 元 一 ppt 
ee” ， 证 明 NpigCB8) 二 7 并 对 -ay 应 用 希 尔 伯 特 定理 90)， 

16. 域 的 合成 ”本 节 所 考虑 的 问题 可 粗略 地 描述 如 下 : ”给 定 
对 上 的 两 个 扩张 域 E 和 PP 后， 如何 将 它们 结合 起 来 以 华 成 名 的 另 
一 扩张 域 ; 简 述 之 ,我 们 将 在 以 下 精确 定义 中 规定 上 的 旦 与 了 的 
合成 域 : 

定义 3 设 E 与 P 是 上 的 两 个 域 ， 则 Ej 与 Pj FB 的 一 
个 合成 域 是 一 个 三 元 组 《IT,s,7)， 这 里 的 PT 是 史上 的 一 个 城 。s 
和 +z 分 别 是 EI 对 和 Pj 到 了 /0 内 的 同 构 ， 它 们 使 T 是 由 象 
E' 和 PF’ 生成 的 一 个 域 。 Ej 和 Pj 的 两 个 合成 域 (Ts, 7 
和 (rt 是 等 价 的 ;如果 存在 一 个 Tj/ 名 到 T'J 上 的 辣 构 
# 俩 到 二 和 二 


现在 的 问题 是 幅 定 合成 域 的 等 价 类 ， 我 们 将 在 它们 中 有 一 城 
中 EE 


《例如 P) 是 盏 上 的 有 限 维 扩张 域 这 个 前 握 下 考虑 太 问 题 ， 到 第 邮 
章 $10 才 研 究 无 限 维 扩张 域 的 问题 . 

设 {T,s, 是 E18 和 Pj 的 一 个 合成 起 ,其 中 [P: 多 ] 一 
# 之 0。 我 们 考虑 子 集 


Ep: = {5 sip: 


显然 这 是 T7@ 的 两 个 子 代数 EB’j@ 和 P'j®@ 生成 的 子 人 代数。 还 
易 证 ;如果 (pis py, po) 是 /的 一 个 基 , 则 
六 是 = Ep Ep 二 上 ps 是 pll 寺 i 所 #1) 

的 及 线性 组 合集 ， 由 于 了 ， 从 机 E'P' 是 可 换 的 ，EP: 是 五 上 
的 一 个 代数 而 【EPE 之 # 过 00。 由 于 EP 包含 于 一 个 域 
中 , 它 没 有 零 因 子 , 因此 由 导言 的 WHI，EP! 是 一 个 域 ; 由 于 工 是 
由 EE’ 及 P' 生成 的 T 的 子 域 , 故 了 一 ETP‘， 这 个 重要 关系 引导 我 
们 注意 张 量 积 代数 互 好 。P 了 ， 对 于 它 的 元 我 们 仿 用 原来 的 符 写 
Zs, @ pi; 下 示 .。 张 晤 积 的 基本 性 质 是 : 野 射 2e;@p; 一 2eip; 是 
EoP 到 T= E'P' 上 的 一 个 同 态 ; 若 3 二 这 个 同 态 的 纺 ， 则 
了 实 (EoP)/S。 由 于 三 是 一 个 域 ， 由 此 推出 3 是 一 个 极 大 理想 ， 
即 3 是 BE @P 的 一 个 真子 集 而 且 不 存在 理想 3 使 BEQP29 
3， 上 反之 , 若 3 是 人 @P 了 中 的 一 个 极 大 理想 , 则 T= (E @P)j 
S 关 0， 这 就 是 说 它 没 有 送 0 及 并 四 中 的 理想 ,用 卷 工 的 中 译本 
P.73 知 了 是 一 个 域 ， 现 在 可 给 出 以 下 结果 : 

定理 21。 设 Ei 及 Pj 是 忒 且 [P:$] < 上 ,5 是 五 名 op 
中 的 一 个 极 大 理想 , * 是 E 到 T 一 《EP)/3 内 的 映射 6 一 s@1 
十 3, 7 是 P 到 内 的 映射 p 习 1 加 pp 十 3, 则 (TIT,s, 站 是 Ej 名 
与 Pj 的 一 个 域 合成 。E 久 了 中 不 同 的 极 大 理想 3, 3" 在 这 种 
万 社 下 产生 不 等 价 的 合成 域 。 此 外 ,Ej 与 P/@$ 的 每 个 合成 
域 等 价 于 EE@P 叫 的 一 个 极 大 理想 3 给 出 的 一 个 《T,;, 门 ， 

证 若是 BP 中 的 一 个 极 大 理想 , 则 8 一 8 四 1 是 一 个 
上 了 内 的 同 态 ;因此 和 8 一 & 区 lL 十 3 是 一 个 到 工 一 (四 
P13 内 有 的 同志 ，。 由 于 1 一 >1 十 3 及 琅 古 一 个 域 , 故 : 是 一 个 同 


里 M3 * 


gi€EE, pe pl. 


板 。 阐 理 和 :p 一 1G@ep+S 是 Pj@ 到 T 内 的 一 个 同 构 ，T 的 任 
何 元 有 形式 了 36; @pi 十 3 而 sp S={s@It+D)U 作 
pi 十 3) 一 gip'; 若是 由 E’ 及 P"' 生成 的 ,也 是 一 个 域 , 这 是 
因为 3 是 一 个 极 大 理想 ,因此 (T, *, 1!) 是 一 个 合成 域 . 

其 次 设 3 及 8' 是 两 个 极 大 理想 ，{T, 5, 1 ，(", ?1) 是 
相应 的 合成 域 ， 并 假设 存在 一 个 了 /人 到 T /mp 上 的 同 构 w 使 
pC3， 则 由 s; 1 的 定义 结 出 TI 内 的 美 
系 Zeip! 一 0， 应 用 4 可 得 Zsfpf 一 0， 这 表示 3; 多 p: E 3, 故 
3 C3， 由 于 3 是 极 大 理想 ,我 们 有 3 一 8， 这 就 证 明了 : 着 合 
成 域 {(T,s, 日 ，(T。 vt 等 价 ; 则 8 一 3, 

最 后 ， 设 《Te *) 是 以 任何 方式 构成 的 Ej 与 Pj 的 
一 个 合成 域 , 我 们 已 经 看 到 腕 射 2e; 包 p 一 2sjp} 是 下 外 P 到 
rT" 上 的 同 态 ,其 核 3 是 E 鸳 P 市 的 一 个 服 大 理想 , 我们 有 了 二 
(EG@P)/3 到 六 上 的 诱导 同 构 #: Xei 避 pi 十 3 -> 2eip!， 检验 可 
知 这 是 由 3 定义 的 合成 域 (Ts 人 与 《Treo 的 一 个 等 价 
关系 . 证 毕 。 

我 们 已 经 在 合成 域 的 等 价 类 集 与 张 量 积 E@woP 中 的 极 大 再 
想 组 {3} 之 间 建 立 了 一 个 双 射 ,由 于 E@@eP 可 看 作 呈 上 的 一 个 
有 限 维 代数 {网 导 言 )， 由 下 列 结 杂 可 推出 如/ 更 与 PJ 的 合成 
域 的 等 价 娄 只 能 有 有 限 多 个 ， 

定理 22， 一 个 具有 单位 元 的 有 限 维 代 数 只 能 有 有 限 多 个 不 


专 
间 的 极 大 理想 ; 若 它 们 是 3, 3,… ,3 和 且 名 = 门 3, 则 
一 WRT DT, 人 BDT,, 


这 里 Tj 二 /Si. 

证 ” 直 和 了 人 儿 工 人 名 … 任 TT 怡 是 元 组 (Ys Ys ) 
(YE Ti) 的 集 ， 其 坦 等 、 加 法 与 乘法 均 按 分 量 相等 、 由 加 、 相 乘 
规定 进行 ,显然 胡 和 的 维 数 是 各 T 的 维 数 之 和 . 现 设 3 …，9 
是 任意 不 同 的 极 大 理想 多 一 了 猎人 狼 :… 多 Ts(T, 一 A/9;). 通 
过 映射 4 一 {a 十 乌 , 4 十 岛 ,…, 4 十 3;) 定义 所 到 站 内 的 一 


生生 里 


个 同 态 { 此 观 射 是 一 个 同 太吉 
3 一 3, 对 每 个 了 都 成 立 的 元 素 sh 


证 明 这 个 同 态 是 一 个 满 射 ， 首 先 证 明 所 

这 些 3, 是 不 相册 的 极 大 理想 ,9 一 3 十 3， 

们 相 鞠 可 得 工 一 里 一 于 十 SS 十 SS 上 35 

在 假设 我 们 已 有 = 3, 十 De" Bi 由 于 = . 

样 方法 相 莱 可 得 六 二 31 十 939 -94t。 因此 我 们 有 

3,. .3,, 由 此 可 得 A 一 3, 七 (NN “站 3,), 办 为 3,- 
人间 34。 若是 入 的 任 一 元 ， 则 由 上 述 关系 得 4。 一 
(这 里 《3S.，e€ 3 站 … 几 3;)， 因 此 < 在 上 述 后 态 下 的 象 是 . 
tr 二 ,rc 十 于 rc 二 ) = 二 (4 十 ,53,' 93) 这 表明 ;车 
元 是 让 的 任 一 元 ， 则 元 (71,0,…',0) 是 这 个 同 态 的 象 。 类 似 
地 ,车 7; 是 Ti 的 任 一 元 , 则 (0,…,0,7;, 0,…,0) 必 在 象 中 ， 
相 加 可 知 年 意 元 (7, yw， 7) 必 在 象 由 因而 此 同 态 是 清 
射 ， 很 明显 , 若 5, 9 …，95 是 不 同 的 级 大 理想 , 则 维 数 


[A] > > [Ty: 8], 


这 里 Ti 一 /S$;。 由 于 每 个 和 和] > 9， 因而 3; 的 个 数 是 有 界 
的 。 我们 还 曾 风 到 , 若 3., 5,,-……, 3。 是 不 向 的 极 大 理想 和 且 %== 
NS, WN ArTID.. DT,. 

我 们 还 要 在 了 一 8(8) 是 名 的 一 个 单 代数 扩张 的 假设 下 求 
得 合成 域 的 页 为 精确 的 信息 ; 设 1(x) 是 8 在 8 上 的 最 小 多 项 式 ， 
则 (1,9, 侣 ,…*, 8”!) 是 PJ@ 的 一 个 基 且 著 


1 


fx) = NO 


则 6 一 十 op 十 .十 oo， 现 考 起 E 的 sP， 此 代数 的 
-1 
元 能 且 仅 能 以 一 种 方式 写成 > si 食 Bi(8;€ BE)。 我 们 利用 定义 


236i 加) 一 ZiC0TE BE) 【参看 导言 ) 就 可 以 将 E@sP 看 
作 互 上 的 代数 ， 显 然 1@8 是 EE 上 的 EE@sP 的 一 个 生成 元 而 且 


二 是 王 


此 元 在 E 上 的 最 小 多 项 式 是 f(x》, 多 此 E@oP 过 FIz]/(GNCe)， 
此 代数 的 各 理想 有 形式 《p(x))1(flx)), 这 里 的 plx) 是 jx) 的 
一 个 因子 ,而 且 这 样 的 一 个 强 想 是 极 大 的 当 且 仅 妆 p(x) 是 不 可 
约 的 。 从 而 差 代 数 ELr]/(fGO)/CpCs)) 1 (f(x)))? 同 构 于 域 
ELz]/ (p(x)). 

最 后 假设 ? 是 外 的 一 个 有 限 维 可 分 扩张 域 , 则 可 知 P 一 (6)， 
这 里 的 6 的 最 小 多 项 式 /Kx) 是 不 可 约 的 和 可 分 的 。 可 分 性 的 导 
数 判定 法 表明 在 BE[x] 中 我 们 有 分 解 式 

fr) 一 CAI PCr) Ptz)， 

其 中 p(x) 是 不 可 约 的 正 次 数 多 项 式 , 且 当 i /时 记 CeX p(x)， 
直 此 可 知 共有 6 个 不 等 价 的 上 的 P 与 万 的 合成 域 ， 它 们 让 形式 
(Po 人， 这 里 了 之 E[x]/(p;(x))， 再 由 导言 $2 习题 中 的 第 
1 是，E@oPE[xI/ (f(r)) ~ TDBT,D.……OT,, 而 且 


内 


DY) ET E] 一 [P:8]， 


我 们 有 以 下 结 里: 

定 捍 23.。 设 P/ 是 育 限 维 可 分 扩张 域 而 瑟 / 2 是 一 个 任 
意 的 扩张 域 ， 若 8 是 了 的 一 个 本 原 元 素 且 tx》 是 它 在 人 上 的 最 
小 多 项 式 ， 则 合成 或 (T,s,) 与 f(x) 在 ELx] 中 的 不 可 约 因 
子 PC) 成 1 一 1 对 应 . 车 (Ti, ss 0)(7 一 1,2,…', 上 8) 是 Pj 


与 Ej/ 旬 的 不 等 价 合 成 域 ， 则 [P:8]】 一 上 > [Tj: EE]. 
i=1 


习 题 17 
1 证 朋 : 若 下 /本 是 一 个 有 限 稚 期 罗 瑟 扩 张 ， 则 PP 与 它 本 身 的 合成 域 虑 夺 # 二 
FP: 十 ] 个 互 不 等 价 铭 和 代 且 如 黑 {了 5, #7 是 其 中 之 一 , 则 亲王 P' 二 DP'， 利用 此 结 


认证 有 明 ，P 的 op 兰 Pa) 贡 PG 二 … 生 区 9， 这 里 世间 二 
2. 设 PP 是 中 上 的 有 卫 维 顶 罗 斌 扩张 ,巨大 号 上 的 P 的 一 个 子 域 , 证 明 : P 久 s 三 
BPDD..BP™, 这 里 Beesp 旦 六 = [FB] 
3. 设 ?1 由 是 有 限 维 可 分 扩张 、 证 有 明 ;， 如果 几 E/ 更 是 部 不 可 分 了 的， 或 巧 至 一 


1 轧 黄 外 此 处 后 号 排 错 ， 一 一 洋 者 注 ， 


和 蜂 占 


负 ( 者 上 才 w》 是 售 未 定 元 号 的 有 理 分 式 起 ， 那 友 P/ 重 与 玉 / 十 权能 有 一 个 全 
成 域 ( 在 等 价 的 意义 下 ). 
4, 今 定义 了 个 扩张 域 Pi EC 筷 让 各 1 的 一 个 合成 域 【Ps ny，f fr)》 为 一 域 
了 /本 及 了 Pi 到 本 内 的 同 攀 si, 使 得 荆 是 忆 子 域 PFEi 生成 的 . PP 的 两 个 这 样 的 合 孔 起 
为 和 价 的 ， 如果 存在 一 个 太 多 刘 荆 / 名 内 的 司 构 
使 ## 二 C1 二 ?三 1!)， 搜 设 每 个 Pa/ 名 部 是 有 限 维 的 ， 试 将 定理 21 推广 到 合成 域 
CT Fr) 及 张 最 积 PP 如 Pz 的 …@@P， 上 并 加 以 证 明 . 
-证 Pi 名 是 右 限 维 傣 罗 瓦 扩 张 ，。{ss po fr) 是 Pj 串 的 自 同 构 的 一 个 有 序 
f 元 组 ， 则 人 Po ro 9)》 是 下 /下 的 一 个 + 重合 成 域 ， 证 明 : Cs- #117 及 
tr 用 ) 确定 等 价 的 合成 域 当 且 仅 当 后 二 sin 是 上 /下 的 一 个 自 同和 爸 ， 设 
S(f #1) 是 与 《Pr rr) 要 应 的 的 P 贸 … 哆 民 7 个 因子 ) 中 的 理想 ,到 用 
共有 [TP; 人 1""! 个 不 情理 想 号 (人 以 及 
(PHB Bn 1) EP 
的 事实 证 有 明 号 (so Fr) 是 PC 二 P 图 … 馈 P 中 的 唯一 的 极 关 理 株 而且 Pi/ 种 的 组 
个 r 重合 成 域 痢 等 价 于 合成 域 (了 ,5 #9 "sv】 中 的 一 个 。 注意 Cy 5) 是 
PY 名 到 Pj 内 的 使 
Le Re et 
条 同 态 的 核 ， 


9 于 7 “ 


第 二 章 
方程 的 伽 罗 瓦 理论 


本 章 将 讨论 匣 罗 亚 理论 的 古典 应 用 : 多项式 方程 f(x) 一 0 
的 根 式 解 的 徊 罗素 判定 法 。 租 略 地 说 ， 一 个 方程 能 用 根 式 解 是 指 
它 的 根 可 由 其 系数 通过 有 理 适 算 和 开 方 得 到 。 其 判定 法 是 元 罗 瓦 
继 阿 贝尔 和 努 芳 尼 《Ruffini) 证 明了 一 般 五 次 方程 不 能 用 根 式 解 
后 给 出 的 。 为 了 给 出 根 式 解 的 判定 法 ， 向 罗 瓦 带头 发 展 了 析 的 香 
论 ， 除 了 需要 前 章 所 讨论 的 【其 讨论 的 规 稿 远 远 超 出 方程 论 的 范 
转 ) 群 与 于 的 基本 对 应 关系 等 理论 外 ,还 需要 一 些 共 有 特殊 恬 质 的 
结果 , 安 们 包括 割 贺 域 .好 工 的 根 的 奈 , 以 及 “纯粹 "扩张 P 一 贞 (9)， 
这 里 有 久 二 a 属于 理 ， 我 们 对 这 些 域 感 兴趣 还 因为 它们 在 方程 
论 以 外 有 用 ,对 它们 的 详尽 讨论 将 在 下 章 进 行 ,; 本 章 将 局 限 在 方程 
论 所 需要 的 知识 的 极 小 范围 内 . 

1. 方 稳 的 如 罗 囊 群 设 中 是 一 个 感 ，fx) 是 上 [x] 中 的 正 
次 数 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ，P/ 是 ftx) 的 一 个 分 裂 域 ; 因此 
P =p pm) 而 县 在 PLx] 中 

1H) = Cx py pp) (x — pm) ms 

这 里 p; 是 不 辐 的 元 ，e; 是 正 整 数 ， 由 于 p; 是 了 /人 B 的 生成 元 ， 
PI 的 和 狂 一 自 同 构 $ 完全 被 它 在 根 的 有 限 集 R 一 {pi pa 
Pm} 上 的 作用 所 决定 。 但 是 每 个 庆 仍 为 x) 的 一 个 根 、 因 此 
PIE 民 ， 而 且 # 对 于 民 的 限制 jj 是 这 个 有 限 集 的 一 个 置 挽 。 由 此 
可 知 P/ 有 更 的 徊 罗 瓦 群 6 的 每 个 确定 的 一 个 置换 ss。 驶 身 
:一 9 是 CG 到 有 的 1-1 喘 射 的 对 称 群 SLR) 内 一 个 同 态 ， 此 外 ， 
若 *“《 G 有 性 质 pf 二 p.(l 委 ; 委 由)， 则 在 P 一 出 py pn) 
市 了 一 1, 关 此 ,一 六 是 与 对 称 糙 SR 的 -个 子 群 Gj = {5} 
向 的 一 个 癌 构 . 在 这 个 同 构 观 点 下 ,我们 就 可 在 研究 方程 Kx) 一 0 
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时 将 许 意 力 从 群 @G 转 移 和 到 置换 群 G, 上 去 ,所 此 我 们 给 出 以 下 结论 

定义 二 若 中 是 一 个 域 ，1(x) 是 @[z] 中 的 一 个 非 零 多 项 
式 , 则 方程 f(z) 一 9 在 8 的 爷 罗 瓦 群 是 一 个 分 裂 域 P/ @ 的 全 
罗 瓦 群 G 在 1(x) 一 0 在 了 内 的 报 集 中 所 诱导 的 群 Gy. 

由 于 任 二 分 贺 域 都 是 辐 构 的 ， 因 此 Gj 必 被 对 及 Fw) 所 唯一 
确定 。. 

为 了 方便 ,我 们 总 是 将 民 的 置换 产 一 站 与 11， 2 站) 的 
置换 i 一 让 等同 起 来 ， 利 用 这 种 方法 我 们 就 可 将 G 看 作 {1， 
2 好 的 置换 的 对 称 群 so 的 一 个 子 群 , 从 现在 开始 我 们 将 总 
这 样 做 ;此 外 我 们 还 假设 f(x) 有 单 根 , 即 一 1， 由 此 可 知 P/@ 
基 贷 罗 瓦 扩张 ， 因 此 我 们 在 伽 罗 瓦 群 G 的 子 群 类 与 Pj@ 的 子 域 
巨 ! 刍 类 向 有 了 基本 的 对 应 关系 。 把 此 结果 与 G 到 6; 上 的 间 构 联 
侣 起 来 就 可 得 到 Gi 的 于 群 类 与 子 域 五 /2 类 之 间 的 一 个 1 一 1 对 
应 ; 我 们 把 这 个 对 应 于 G; 的 子 群 Hj 的 子 域 F/B 称 为 “Hj; 的 不 
变 元 域 "。 事实 上 ，E/@ 是 对 应 十 H/ 的 6 的 子 群 HH 的 不 变 元 的 
域 ， 另 一 方面 ,Hj 是 f(x) 一 0 在 子 域 上 的 傣 罗 瓦 群 . 

我 们 知道 对 称 群 $。 包含 交代 群 4 作为 指数 为 2 的 一 个 不 
变 子 群 ，4。 是 偶 壮 换 的 集 , 即 能 写成 偶数 多 个 对 换 (二 ) 之 积 的 置 
换 之 集 ( 见 卷 1 的 中 译本 pp. 35,36)。 若 Gy 是 方程 Kx) 一 0 在 甸 
上 的 佑 罗 瓦 群 , 则 GN 4 是 Gi 中 指数 为 1 或 2 的 一 个 子 群 . 现 
在 给 出 P 7 多 的 对 应 子 域 的 一 个 识别 法 。 这 里 艇 设 特征 不 为 2 
(特征 = 2 的 情况 见 下 面 的 习题 中 的 第 1 题 ), 其 结果 如 下 : 

定理 1。 设 名 是 一 个 特征 闪 2 的 域 ，1(x) 是 一 个 属于 多 [x] 
的 没有 看 根 的 非 堆 多项式，P /中 是 f(x) 的 一 个 分 瑶 域 ，pi， 
pz pn 是 它 的 根 , Gj; 是 方程 f(x) 一 0 的 知 罗 瓦 群 ， 并 已 作 
为 入， 2,，…, 芭 } 的 一 个 置换 群 ， 则 Gj 站 4 的 不 变 元 子 域 是 
(A)， 这 虫 


(1) 和 A= II 《pz — pi). 


证 我 1 回顾 一 下 交代 群 的 一 个 标准 特性 ,为 此 可 游 患 环 


= BO +* 


Bir, rs rtm] 
(zi 为 未 定 元 ): 着 ;一 P 是 1 2 ,7 的 一 个 置换 ， 则 我 们 有 
g@[ey x xm] 在 四 上 的 使 xzgkw 一 地 的 自 同 构 4(o) ( 参 春 
着 1 的 中 译本 p.100 及 导言 ). 设 一 [|[ (x 一); 则 X49 一 


x(a)X，, 这 里 的 Xe) 一 工 或 一 1 视 = 是 偶 壮 欣 或 村 置换 而 定 ( 参 
看 着 1 的 中 译本 p.102 习题 4 的 第 2 题 )， 现 设 = 是 @ 上 的 
[ns sz， xm] 到 了 P/8 内 的 同 态 , 它 合 x 二 pl(1 1m); 
又 设 * 在 Pj 的 个 罗 瓦 烙 中 ，? 是 p; 的 对 应 置换 ， 则 若 将 = 应 
用 到 关系 X47 一 XC)X 上 去 。 我 们 就 可 以 得 到 A 一 X(4)A， 
这 里 A 由 (1) 式 给 出 。 由 于 A 关 0， 可知 A' 一 A 当 且 仅 当 
36 Gi nn 4wm， 因此 方程 f(x) 一 0 在 @(A) 上 的 徊 罗 瓦 群 是 
Gin 4 由 伽 罗 丰 对 应 可 见 ，g(A) 是 G1 4。 的 不 变 元 的 集 . 

我 们 已 经 看 了 过、 对 于 任何 EG， 的 ' 一 七 A 故 荐 5 一 各 ， 
虽 对 于 一 切 * 都 有 5 一 8， 因此 5 < 2B。 我 们 还 知道 ， 定 理 的 命 
题 等 价 于 断言 方程 f(x) 一 0 在 P(A) 上 的 徊 罗 瓦 群 是 4 人 6. 
故 有 

推论 。 f(x) 一 0 在 @ 上 的 徊 罗 瓦 群 是 交代 群 的 一 个 子 群 当 
有 仅 当 5 是 四 的 一 个 元 的 平方 ， 

证 显然 Gj 和 dn 或 Gi 一 GiN 4 的 条 件 基 BA) 一人， 
若 这 成 立 ， 则 Ac 下。 而 且 6 一 A! 是 9 的 一 个 元 的 平方 ;反之 ， 
若 5 一 tat 人 加 ), 则 5 一 A 给 出 和 A 一 wf 加， 因此 

(A) 一 S$. 

我 们 知道 ， 若 9 是 @ 上 的 一 个 可 分 代数 元 而 且 一 9， 
8 -…，6 是 9 在 P(9) 到 它 的 正规 闭 包 内 的 同 构 下 的 不 同 的 
象 , 则 3 二 [ (6 一 0; 是 域 (9) / @ 的 一 个 判别 式 《 参 看 


5$1.14)。， 著 和 前 中 一 样 帮 一 (一 ptr 一 px 一 po 则 
Ss= A~ I (pp) 称 为 多 项 式 f(x》 的 判别 式 或 方程 
i<f 


fx? 一 4 的 判别 起 。 由 对 称 多 项 式 的 基本 定理 (并 1 的 中 译本 


r O00 


8.102)，8 可 表 成 一 个 

2) fA) = 4 1) "om 

的 系数 的 多 项 式 ， 该 多 项 式 的 系数 在 素 域 之 中 ， 现 在 我 们 介绍 旦 
样 才能 作 到 这 点 。 我 们 从 欧 德 蒙 德 公式 开始 ， 


i i | 
(3) Ys = | (Ce,—o), 
1 
Ipr pr pa! 
平方 可 得 
i GO Cs Cm 
(4) sl dy Oo Om 


Im Os Tt Cam 
这 里 oi 一 9 十 成 十 ，… 十 pm， 由 于 方 罕 之 和 能 表 成 系数 在 素 域 
中 的 a 的 多 项 式 , 式 ( 们 将 给 出 63 的 同类 的 式 子 ? 
我 们 现在 就 m 一 2, 3 的 情况 求 5: 
m 一 2. 我 们 有 x) 一 计 一 mr 十 一 {x 一 pp) (x 一 p)， 
厂 呈 一 pi 十 Pa Ry PP TT ty, 因此 
pio= (pp) 2p ™ ~— 20, 
公式 (4) 给 出 
(5) = 203 一 中 一 村 一 cz， 
mm 一 3， 此 时 
其 向 mr or rp)x Oo pr pp,) 
兢 呈 = 二 pp 二 p= pt pp: + pips — 0 Ppsp: = ti. 
因此 
optpotrni= (pt pi py — pp Tt ppst pps) 
= al 一 Ze,, 
要 计算 o; 和 oo, 可 利用 关系 ph 二 wo 一 pk 十 乓 pl 一 pl 一 
4》 这 可 申 对 称 多 项 式 基 本 定理 (着 1 的 中 泽 本 p.10) 算 出 。 称 为 生 吴 恒等式 的 妃 


递归 公式 【erpgicrz recqrsion formmta》 可 将 Vi 用 琳 出 《 头 1 的 中 译本 
Pp，102 习题 44 的 第 4 题 ) 


时 0 * 


a 十 tapks 故 
mt 
=—=o(p+ ppp 二 pt pm) + jm 
— lei — 20) — we + de 


— Oo gm 36,, 
Ts, 一 003 一 ty + Ear 
wa tl 一 3oacs 十 3a — ole — 200) + wm 
— 0 4m + 4c + 20, 
应 用 (4) 及 以 上 各 公 武 可 得 
(€) 人 一 370 270, — 0 20 — mo 
一 一 4cios + wo: 十 1800c6 一 do 一 270, 
其 次 ,我 们 来 求 fx) 在 盏 [x*] 中 不 可 约 的 -- 个 判定 潜 , 这 个 
尖 定 革 是 基于 将 G 作 为 {1,2,……, m} 的 次 摘 群 之 上 的 ， 
定理 2 设 f(x)€ 加 [x] 在 它 的 分 裂 域 P 中 无 重 根 , 刚 fw》 
在 [x] 中 不 5I 约 当 且 仅 当 Fe 一 0 在 加 上 的 惹 罗 瓦 群 Gy 是 
一 个 可 迁 置 多 群 2". 
证 ”我 们 知道 ，-- 集 好 的 一 个 变换 群 浆 为 可 迁 的 ， 如 果 对 于 
任 给 的 元 素 对 【zy 们 ，(x, YE 对 )， 在 该 群 中 总 存在 一 个 5 使 
xi 一 》。 首先 假设 fx) 在 更 [z] 中 是 不 可 约 的 , pis 户 是 它 在 
P 中 的 两 个 根 ， 册 于 f(x》 起 不 可 约 的 以 及 fp) = 二 0 二 fps)， 
存在 名 Cp) 到 @(pz)f 硬 上 的 一 个 同 构 将 pp 映射 到 p, 上, 此 
局 构 可 扩张 成 了 P/@ 的 - -个 和 同 构 s, 则 s € GG 而 且 pi 一 pp， 这 
推 得 C; 是 可 迁 的 ， 反 之 ;假设 G1 是 可 迁 的 ,并 令 (x) 是 1x) 
的 一 个 不 可 约 因子 , 它 是 正 次 数 的 而 且 p 是 它 的 一 个 根 。 设 py 是 
far) 的 任意 入, 则 存在 一 个 * < G 使 上 一 ps， 玖 
fi(pa) hi(pi) 一 让 一 0. 
这 宪 示 frz) 的 每 个 根 都 是 jCx) 的 根 , 套 jx) 二 tx) 是 不 可 
红 的 ， 
DTransitise permmiation gionp， 本 书 中 详 木 前 再次 译 为 传闻 置 模 群 ， 一 一 主 
者 注 . 
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我 们 所 得 寡 的 两 个 结果 使 我 们 在 计算 二 、 三 次 方程 的 自 罗 丽 
菩 时 容易 了 ， 类 似 的 想法 可 用 于 由 次 方程 ， 我 们 先 痢 前 商 种 情况 
并 在 下 面 隐 习题 中 指出 如 何 处 理 区 次 的 情况 ， 我 们 侦 设 中 的 特征 
不 为 2 电 f(x) 有 不 同 的 眼 ， 若 fw) 是 二 次 的 ，1(*) 一 和 一 
xx 十 5 ， 出 它 的 群 视 8 二 oi 一 404 是 或 不 是 多 中 的 一 个 元 的 乎 
方 而 是 4; 一 1 或 对 称 样 5,。 次 令 2) 一 让 一 x! 十 Wx 一 0， 
若 在 中 [*] 中 f(x) 二 《Cr 一 p)8(x)， 则 fg) 一 0 的 项 罗 瓦 群 
与 二 次 式 glw) 的 相同 ;下 此 可 假设 f(x) 在 @[x] 中 不 可 约 , 册 
于 3 的 唯一 可 迁 子 群 卫 2 和 4, 条 办 丰 群 Cj 是 它们 中 的 一 个 。 
定理 1 的 推论 表明， 如 果 

6 = — tow 十 we! lBomm 一 to: 一 27 


是 独 中 的 一 个 元 的 平方 : 则 G 一 4;， 否 则 G = 5;。 


习 题 13 


1. 设 业 有 特征 2 而且 下 x》€ 史 [x1 在 它 的 分 型 域 P 中 有 不 同 的 根 ps Ps yy om 
使 A = D pr pr -pe 证 明 Grm du 的 不 变 苑 子 域 是 四 C4). 

2. 设 硬是 一 个 育 限 起 六 x) 是 系数 在 名 中 的 # 次 不 可 所 争 项 式 、。 证 明 Gy 由 一 个 
n 循环 的 各 方 知 构 成 > 从 而 此 循环 可 取 为 CL 2 3 2 

寿 以 下 各 是 中 沟 息 明基 碟 硬 的 特征 竹 25 扩 x) 二 一 丰 玉 十 x 一 x 十 以 在 
分 斤 域 P1 更 申 有 不 癌 的 根 pis Pay sy psi 已 为 Pj 更 的 划 罗 下 群 . 

3 证 明 于 群 区 克 莱 因 由 元 群 Kiein's Viergrttppe) 二 CIC34) ,C133024)， 
£1 和 (C23)}》 是 3 的 不 变 子 拜 . 

4. 证 明 关 于 G1NV 为 不 变 元 的 也 着 是 中 (Ts; Fas za) 这 里 

下 一 + 站 一 十 站 T= Op 十 pps. 


(7 gt{x) 二 一 Bx Br 一 各 
其 中 
《87 Bi 一 1 Bi A OO 十 一 day 


侧 且 a(x 与 fxY 有 柯 同 的 知 别 式 ， 

4 省 明 品 的 可 迁 子 群星 : CD ay fi 和 GIDV, 0GvJ C= {1 C1244)， {13) 
(C241432)}》 以 及 它 的 共 力 子 群 ,《 亲 五 =TFU 人 Et 人 34)C14233 (1324)}》 期 西 
名 《sylow)2 群 ( 阶 为 8 的 子 群 )? 芭 它 的 共 斩 子 故 ， 

7 证 明 8 三 0 的 折 罗 瓦 玲 Ge 可 构 子 G1CGOFN VY、 设 Hx) 不 可 约 。 试 检 
验 : 


+ 3 " 


车 人 > Ci 一 $s Hl CO, 的 阶 为 6, 
(ii Gi 二 二， 败 Gs 的 阶 为 3， 
Gi) Gr=V, MN Gr 1, 
GY) Gi = 一 或 其 一 共 暂 了 群 ( 即 $, 的 任 一 4 阶 循环 于 知 ): 则 G4 的 阶 为 1， 
(YY Cr 一 也 或 其 一 共 辆 子 群 人 5， 中 任 一 8 阶 西 办 Sylow 于 群 )， 则 Ge 的 阶 
为 2. 
注意 这 些 结 果 除 Gr 在 在 v) 或 {7) 之 一 的 情况 外 ,都 能 使 我 们 由 Gy 辩 识 出 Gy， 
3. 证明 ; 若 Gi 的 阶 为 2 则 Gj/ 宇 D 或 Gj/ 三 C 视 Hx) 在 VB》 中 是 否 不 
可 的 多 本 式 而 定 , 这 里 是 fCx》 的 判别 式 ， 
9 搞定 x 十 3x 一 3x 一 2 一 0 在 有 理 数 域 上 的 仇 罗 瓦 群 . 


2 纯 方程 ”本 节 将 导出 伽 罗 瓦 判定 法 所 需要 的 特殊 结果 。 我 
们 将 用 分 裂 域 而 不 象 前 节 那 样 四 方程 的 群 夹 表达 这 些 结果 的 不 变 
形式 ,我 们 所 需要 的 结果 涉及 z 一 ce 一 0( 或 ** 一) 有形 的 方程 ， 
它们 称 为 纯 方 程 (或 二 项 方 径 )、 有 时 我 们 使 用 记号 p 一 Ye 或 
p 一 qr 表示 p 是 x" 一 a 的 一 个 根 .我 们 和 考虑 一 1 的 情形 ， 
”一 1 的 各 根 称 为 1 的 次 根 (或 4 次 单位 积 ), 这 个 方程 的 一 个 
分 裂 域 P 称 为 再 上 的 阶 市 圆 戌 。 导数 (x? 一 1) 一 mx”! 与 
好 一 1 不 互 素 当 且 仅 当 其 特征 过 0 且 12。 因 此 我 们 可 写成 
一 jp。 (WP) 一 1 而且 有 x" 一 1 一 x" 一 1)”。， 所 以 * 阶 
市 圆 域 与 * 阶 割 风 域 重 合 。 我 们 从 现在 起 每 逢 特征 p 天 0 的 声 
合 均 修 设 pn 

设 P19 是 6 上 的 一 个 # 阶 割 贺 域 ， 由 于 我 们 对 于 特征 的 规 
定 ，?” 次 单位 根 的 集 Z(2) 一 {8} 包含 = 个 元 。 若 wjs， 则 由 
mm" 一 1 可 推 得 ""” = 1; 因此 = 阶 害 陪 域 包含 所 有 的 症 阶 市 贺 域 ， 
这 里 的 mw 是 # 的 约 数 ,其 次 我 们 还 可 看 到 Z(*) 是 的 乘法 半 群 
的 一 个 子 群 ,这 是 很 明显 的 ,因为 由 好 一 1 一 如 可 推 得 

86)" Co 1 (7 "oo 1, 

由 于 Z(w) 是 有 限 漆 , 可 见 这 是 一 个 循环 群 ($1.13 引 于 1), 因 此 
存在 -- 个 5e Za) 使 Z(2) 一 {5i 一 0,1,…sn 一 1)。， 这 
样 的 一 个 $ 称 为 本 原 = 次 单位 根 由 于 P/® 由 ;生成 ,我们 又 有 
P 一 8(Y), 故 5 是 域 ?1@ 的 -个 本 原 元 ,我 们 现在 来 证 明 

定理 3 若 丈 的 特征 不 是 * 的 因子 《可 以 包括 特征 0 的 情况 


[上 


在 内 )， 岂 = 阶 基 图 成 Pj 的 合 罗 瓦 群 6 辣 构 于 Tj(w) 中 单位 
的 莱 群 Ba) 的 一 个 子 群 ,这 里 的 I 蚌 整 数 环 . 

证 和 一 样 ， 用 Gi 表示 由 G 导出 的 根 集 Z{n) 的 置换 
群 , 由 于 G 的 元 是 自 同 构 的 限制 ,显然 它们 是 Zz (wx) 的 对 群 的 自 
局 构 ,因此 GA 兰 G) 同 构 于 Z(n) 的 自 间 构 群 的 一 个 子 群 ， 今 
Z(w) 是 一 个 = 阶 钵 环 群 ， 我 们 知道 这 样 一 个 群 的 自 同 构 群 癌 构 
于 U(rn) ( 卷 1 的 中 译本 p.46 习题 19 的 第 3 题 及 p.77 习题 35 的 
第 1 丁 ), 因 此 伽 罗 瓦 群 G 同 构 于 BC 的 一 个 子 群 . 
值得 注意 的 是 G 为 可 换 群 ,因为 U(x) 是 可 换 群 。 此 外 ,我 们 
还 看 到 , 若 ! 是 一 个 过 数 , 则 UCN) 恰 是 域 Tj) 的 一 1 阶 》 
乘 群 ,我们 知道 ,这 是 一 个 循环 群 , 因此 同 构 于 U0) 的 一 个 子 群 
的 群 @G 是 循环 群 ， 故 存 

推论 。 若 符 号 如 定理 3 所 示 , 则 G 是 可 的 群 而 且 当 = 是 ~ 个 
素数 对 是 循环 群 。 

其 次 我 们 在 假设 其 域 呈 包含 # 个 不 商 的 4 次 单位 根 的 挤 提 下 
考虑 任 一 纯 方 程 x" 一 a 的 优 罗 瓦 群 ， 我们 已 经 知道 这 时 域 的 特 
征 不 是 = 的 一 个 因子 ， 因 此 若 a 关 0， 则 x” 一 & 与 它 的 导数 
nx 互 索 ， 政 x” 一 & 有 7# 个 不 同 的 恨 (在 二 0 的 场合 更 简 
单 ), 我 们 有 如 下 结论 

证 理 和 4 车 吕 包含 # 个 不 同 的 # 次 单位 根 , 则 方程 z* 二 «在 
罗 上 汶 你 软 瓦 群 是 一 个 笃 环 群 ,其 阶 是 的 一 个 天 子 . 

证 设 Pj 是 x 一 在 里 上 的 一 个 分 虱 域 , G 是 它 的 伽 罗 
瓦 群 ， 我 们 需要 证 明 如 是 循环 群 ， 车 "一 小 我 们 有 了 P 一 多， 
G 一 1。 因此 我 们 假设 a 关 0, 设 P 是 x" 一 og 在 ?中 的 一 个 根 ， 
车 Z(z] 一 {5 一 1, 呈 te} 是 包含 于 名 中 的 = 次 单位 根 集 ， 
则 可 知 Z(n】 在 乘法 下 是 一 个 循环 群 ; 又 因 p 尖 0， 显然 {pb， 
Pbzs* "spto] 是 头 一 上 的 根 集 ,很 朋 显 ，P = B{p); 因此 ,一 个 
自 策 移 ?《 如 完 爹 由 它 在 ?上 的 作用 新 决定 。 我 们 有 p' 一 fiwp， 
这 盟 的 b&w 是 EE Z(tn) 中 的 … 个 ， 且 被 :唯一 确定 . 若 : 《6 
且 P= be, 则 


§ 有 5 


Pp = bine = tiedinp, ， 

这 表示 映射 :一 &iw) 是 如 到 Z(w) 内 的 一 个 同 态 , 若 5 一 1， 
我 们 有 p' 一 p， 因此 :一 1， 长) 是 一 个 同 构 。 这 就 是 
说 ,如 与 循环 群 Z(n) 的 一 个 于 群 同 构 , 定 理由 此 得 证 ，。 

我 们 证 朋 寺 办 氛 判 定 法 还 需要 另 一 特殊 结果 。 这 就 是 定理 4 
的 下 列 逆 定理 . 

定理 5， 假设 多 有 =” 个 不 同 的 ”次 单位 根 ， 而 且 P/ 名 是 一 
个 循环 » 维 扩 张 域 , 则 P 一 8 司 )， 这 里 的 中 一 cc. 

证 对 ?的 假 刘 是 : P7 8 是 一 个 具有 # 阶 循环 人 匣 罗 瓦 群 
的 期 罗 真 扩张 ， 由 于 已 是 名 上 的 可 分 域 ， 它 有 一 个 本 原 元 ， 玻 
P 一 (9)。 设 * 是 G 的 一 个 生成 元 ， 而 上 是 “ 拉 格 朗 日 预 解 式 ” 


【Lagrange resolvent): 
(9) =0+0t "Or to eA , 
这 里 才 是 -个 本 不 二 次 单位 根 , 册 
Eo 0 

一 -tH 十 [5 十 …… .十 8 ro 一 - EE, 
因此 #* 一 “和 钻 ， 所 以 寺 有 > 个 不 同 的 共 猎 元 而 且 其 最 小 多 项 式 
的 次 数 为 na， 页 了 一 四 人) 令 5 一 则 (57) 一 (58)” 二" 
可 推出 wo 一 a， 球 gt 多， 于 是 定理 得 证 ， 


习 题 19 


1, 设 产 是 一 个 和 不 等 于 域 甸 的 特征 的 素数 ， 泪 央 :” 医 e 得， 则 x? 一 首 [x] 
中 用 可 维 或 者 在 这 个 域 中 有 一 个 概 ， 

2. 设 多 是 有 理 数 域 ，# 是 一 个 案 数 ，x? 一 a 在 由 [zj 中 不 可 约 。 证 明 : ”方程 
x*? 尘 民 在 出 上 的 伽 罗 瓦 群 同 鬼 于 [jCp)》 中 的 形 邵 ?YYy 十 BY 地 0) 的 变换 群 

3 设备 是 一 个 特征 疡 才 0 的 域 > 证 明 :; 如 果 e 寺 PP 一 8 《8 在 更 中 ) 网 ** 一 x 一 a 
在 理 [*] 中 基 政 可 级 的 ， 还 证 明 : 若 x** 一 + 一 ww 涉 可 约 ， 风 方程 zx 一 * 十 的 
群 是 户 阶 特 环 群 (所 未 : 可 以 熔 验 ,若是 +? 一 + 一 二 0 的 一 个 要 则 pyP 十 1 
十 2 必 十 {一 届 D 痢 是 根 ; 由 此 证 明 , 这 方程 的 徊 时 瓦 渤 同 构 于 Tip) 的 加 群 
的 一 个 子 群 ). 

4 设 中 的 特征 产 夫 0 岂 生 是 循环 六 维 扩 张 域 ， 和 证明; PP 可 在 下 上 由 一 个 合 
SP 一 各 一 人 < 更 的 元 素 # 生成 


" 6 a 


3. 可 用 根 式 退 的 伽 罗 瓦 判别 法 ”我 们 首先 需要 精确 给 出 一 个 
方程 f(x) 一 0 在 一 个 天 理 上 可 用 很 式 艇 的 定 光 ， 贡 在 给 出 下 列 
定义 2 设 由 是 一 个 域 ， f(x) E 出 [xz] 是 正 次 数 多 项 式 , 则 方 
程 Ke) 一 0 称 汶 在 上 能 用 根 式 解 ,如 打分 裂 域 Pj 能 够 嵌入 
一 个 具有 一 个 子 域 堪 
C10) P= P,P; 
的 域 了 之 中 , 这 中 的 每 个 @i4 一 国人 7) 而 #97 二 ww 名， 这 样 
的 域 颖 (10)? 称 为 3 由 的 一 个 概 塔 ， 
为 了 尔 单 ,我 们 将 限制 域 的 特征 为 38, 这 样 就 可 以 人 避免 不 可 分 
性 的 复杂 性 以 及 1 的 所 在 竺 征 z 震 0 的 场合 的 某 些 困 难 , 我 们 的 
目的 是 建立 以 下 的 伽 罗 囊 判 定 法 : 
方程 Le 一 0 在 特征 为 0 的 域 轨 上 能 用 积 式 解 当 且 权 当 它 


和 


家 方 知道 一个 只 6 是 可 解 的 是 指 它 有 一个 竺 群 链 
G= GGG DCmn=l 

使 每 个 Gi 是 G, 中 的 水 变 子 群 而 且 Gi/ Gis, 是 可 换 的 。 可 解 
群 的 每 个 子 群 及 它 的 辐 态 象 痢 是 可 解 的 ;此 外 , 若 G 包含 一 个 不 变 
子 陪 腥 合 得 电 及 GJH 都 是 可 解 群 , 则 G 也 是 可 解 群 ;一 个 有 限 裤 
G 是 可 解 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 合成 群 列 6 一 GC 了 G 了 了 
Gn 一 1， 它们 的 合成 因子 G,f Gin 是 素数 阶 循环 群 。 我 们 还 知 
道 交代 群 4, 当 4 >> 5 时 县 单 群 ， 由 这 可 刘 4 个 文字 的 对 称 群 
3, 当 # 之 5 时 不 是 可 解 群 。 关 于 4 的 这 个 命题 的 证 明 已 在 卷 1 
(中 译本 p. 129) 中 给 出 ， 我 们 所 说 的 其 它 结 果 则 是 正规 群 列 理论 
的 简单 推论 ,它们 中 的 天 部 分 已 在 卷 1( 中 译本 p 129 及 p 133) 作 
为 习题 给 出 ,我 们 假设 读者 已 掌握 了 这 些 结果 ， 

为 了 证 明 伽 罗 瓦 判定 法 的 必要 性 ,我 们 还 需要 下 面 的 

引 理 ， 苦 了 在 特征 为 0 的 @ 上 有 一 个 根 半 , 则 三 有 一 个 扩张 
域 9, 它 是 和 上 的 有 限 维 仙 罗 瓦 扩张 , 而 且 还 有 一 个 上 的 根 塔 ， 


、 1 诛 书 误 为 Q2)， 一 一 译 者 注 
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证 已 知 由 一 有 三 由己- 多 一 了 这 里 
Di., 一 BD,{£,), [i = cE 
我 们 将 证 明 存 在 一 个 城 A, 全 王 ， 它 仍 包 含 一 个 子 十 9; 使 1)92 
2) Qi 是 名 上 的 匣 罗 瓦 扩张 ,3) 纪 在 下 上 有 一 个 根 塔 
As 


EE 


| 


对 于 i= 1, 我 们 职 A = 2, 0 C= 并 且 根 设 对 于 一 个 固定 的 
给 出 了 A 与 8,， 使 Gr 鸭 中 ， 在 更 工 的 如 软 瓦 群 ， 人 19 "ys 
是 元 在 自 间 构 me G， 下 的 共 元 元 。 令 


ki 
glx) = IE Cx — ao), 
了 = 一] 


则 gitx) EB[x]。 设 Al 是 gi(x) 在 A 上 的 一 个 分 裂 域 而 且 
5 6 59 是 g(x)》 在 Ai 中 的 根 ,注意 这 些 根 中 有 一 个 是 使 
Din 一 Di(57) 的 5 因为 gi(57) 一 4 且 Ain 二 A 二 2， 令 
i 一 各 :(5i 851 8579+" ), 由 于 ;1 是 一 个 多 项 式 fi(x) € Lx] 
的 一 个 分 裂 域 ， 2;wf@ 是 fCxjg;(x) 的 一 个 分 裂 域 .又 由 于 域 
的 特征 为 0，9ir 是 和 上 的 项 罕 丽 扩张， 因为 Bn 过 9 及 E59,， 
和 设 5 是 元 王 : 二 ;如 -中 的 在 一 个 ; 则 
ES 一 0 和 gi(x) 二 Hr 一 off) 表示 (J 是 oi 中 的 
一 个 , 为 此 98.4 一 29x57; 和 在 有 上 有 一 很 塔 。 这 表示 
Ain 点 Qi 满足 条 件 了 0)， 2)，, 3), 现 若 使 避 一 nn, 它 满足 引 
理 的 条 件 . 

附注 。 注意 /8 的 很 塔 的 各 整数 #; 与 /名 的 给 定 塔 的 
整数 是 相同 的 . 

现在 我 们 可 以 证 明 爷 罗 瓦 条 件 的 必 划 人 性 了 :; 设 ft%) 一 0 在 


” BH" 


特 红 为 上 的 旦 上 可 用 根 式 和解 : 则 f(x》 的 分 异域 P18 能 被 嵌入 一 
个 域 中 , 它 包 含 轩 上 的 一 个 根 塔 ,由 引 理 我 们 可 以 假设 378 是 
个 罗 瓦 扩张 ， 令 有 为 出 现 于 的 一 个 根 坪 中 的 各 指数 ni 的 最 小 
公信 和 数 , 和 是 x” 一 ] 在 了 上 的 一 个 分 异域 , 从 而 人 二 庆 (?), 这 
里 8 是 一 个 术 原 # 次 单位 根 ， 而 且 入 是 中 上 的 项 罗 瓦 扩张 ， 它 有 
一 个 到 二 的 根 塔 。 此 外 ,我 们 可 以 替 和 求 得 下 面 形 式 的 根 塔 ; 
《11) 外 = BCD, 一 DED, = PE)E: “CP nt(er) 一 入， 
这 中 #37€ Bi， 若 瑟 是 4 在 更 上 的 舍 罗 达 群 , 则 子 域 链 (11) 给 出 
一 个 递 降 的 子 群 链 ， 

(12) HH= HoH2.* DH 1, 

这 里 日: 是 入 在 名 上 的 其 罗 瓦 群 ， 由 定理 3, ;是 名 上 的 其 有 交 
换 伽 罗 瓦 群 的 怖 罗 瓦 扩张 ,和 而且 由 于 @ 包含 了 必需 的 单位 根 ， 因 
此 车 i 2 in 是 旬 上 的 循环 扩张 . 这 推 得 妃 在 j 守 1 时 是 
瑟 的 一 个 不 变 子 群 , 商 群 品 / 9， 同 构 于 @ 在 中 上 的 若 罗 页 群 ， 
因此 基 交 换 的 ; 与 此 司 时 ， 商 群 Hi/ H(i 之 2) 同 构 于 8$ 在 
有 上 的 期 罗 瓦 群 , 因 此 它 是 箱 环 群 。 改 (12) 的 群 列 表明 瑟 是 可 解 
的 . 现在 我 们 有 和 二 下 二 则 ， 这 里 PJ@ 是 f(x) 的 分 裂 域 , 因 
此 若 六 是 对 应 于 P 的 子 群 ， 则 在 理 中 是 不 变 子 妖 是 HjK 尘 
GCP/8 的 项 及 瓦 群 )， 由 于 五 是 可 解 的 ,这 表示 G 也 是 可 解 的 ,所 
以 方程 长 xz) 一 0 的 佑 罗 瓦 群 G 是 一 个 可 解 群 . 

为 了 证 明 人 和合 鸭 瓦 条 件 的 充分 性 ,我 们 党 要 下 面 的 结果 , 它 在 单 
独 研究 时 也 很 有 趣 ， 

定理 设 P/9 是 上 的 有 限 维 佑 罗 瓦 扩张 ，P' 是 P 的 一 
个 扩张 域 ,这 里 的 P' 是 由 P 及 另 一 子 域 到 之 鱼 生成 的 ;, 则 PE 
是 一 个 有 限 维 印 罗 瓦 扩张 卫 其 俩 罗 瓦 群 6' 同 构 于 P/@ 的 需 罗 万 
群 如 的 一 个 子 群 (其 图 解 见 下 页 )， 

证 ”我们 知道 P 一 全 (6 50)， 这 里 的 #, 是 一 个 可 分 多 
项 式 f(x) € 中 [xl 的 根 . 由 于 P' 是 人 三 及 P 生 成 的 ,我 们 有 
P 二 (5 80o)， 因 上 比 P 是 fx) 在 多 上 的 一 个 分 裂 感 . 由 
于 可 分 性 在 基 域 的 扩张 中 是 不 安 的 , f(x) 是 由 上 的 可 分 多 项 式 ， 


" SP + 


从 而 P' 是 多 上 的 项 罗 瓦 扩张 。 设 了 属于 了 /8 的 徊 史 瓦 合生 ， 
则 7 了 在 四 三 旬 中 是 恒 等 队 射 而 "将 集 R 一 185 
陨 射 到 其 本 身 ， 故 上 将 了 P 一 BC(R) 映射 到 它 本 秧 从 而 在 P 上 
的 限制 是 了 在 且 上 的 合 罗 瓦 群 的 一 个 元 f) 且 射 7 和 是 台 到 
G 内 的 局 态 。 因 为 由 了 一 1 推 得 如 一 (1 所 1 所 9)， 而 这 到 可 
推 得 了 一 1， 芒 向 了 一 了 是 一 个 同 构 ， 从 而 9 同 构 于 G&G 的 一 个 
子 寿 。 

现在 我 们 来 证 明 愧 罗 瓦 条 性 的 充分 性 ， 假设 fs 一 0 有 一 
可 解 伽 为 下 群 G4, 则 了 Cz) 的 分 钳 域 Pi 的 筑 罗 瓦 群 所 是 可 解 的 。 
我 们 仍 没 甸 是 特征 为 0 的 域 ,使 # 一 (6G:1) 及 了 一 Psys 这 里 
是 一 个 本 厌 # 次 单位 根 ; 则 P' 由 P 及 子 域 名 二 BL5) 生成 , 因 
此 由 定 埋 6， 也 是 于 上 的 切 罗 瓦 扩张 ， 而 它 在 中 上 的 项 罗 瓦 惟 
信 ' 辣 构 于 的 一 个 子 炊 ,因此 5' 是 可 解 的 ,而 且 有 一 个 合成 群 列 
石 ” 一 GI DG DD Gi 一 上 ， 其 合成 因子 Gf Gr 是 素数 阶 
颂 环 群 。 台 然 这 些 阶 数 是 # 一 (G:1) 的 因 了 于 ， 令 

而 一 PCDT T= 

是 对 应 于 G 的 合成 群 列 的 子 天 和 钾 ， 轩 二 Gi 在 Gi 中 是 不 变 子 
群 , 而 且 GeGa 是 御 还 麻 ， 名 i 是 下 上 上 的 全 罗 瓦 扩张 。 它 具有 
一 售 阶 为 = 的 内 子 态 的 循环 全 网 瓦 秋 , 书 于 名 圭一 玫 ($)， 伯 
包含 一 个 本 原 友 ， 次 化 位 想 ， 由 定 坤 5 Pits 一 Di( £1), 这 里 志清 一 
gi 三 PP 是 P' 在 加 上 的 一 个 根 堪 ， 由 
于 =) 一 PP 是 P' 在 重 
土 的 一 个 根 塔 ， 国 为 PP 生 了， 这 和 表 间 1x) 一 0 在 中 二 本 用 根 六 
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习 题 2 


1. 设 P/ 生 是 多 顶 式 xt 一 ] 在 特征 为 0 的 域 旬 上 的 一 个 分 措 域 , 户 是 一 个 未 数 ， 
证 明 : P/ 鱼 能 撒 和 人 一 个 域 3 多 之 中 ,后 一 域 有 一 根 堪 t10) ,使 备 2; 起 素数 而 [Bi 
$i;] = ni 《我 们 称 这 样 约 良 虑 为 焉 规 化 殷 堪 froof tower normorlizedy {提示 ; 对 
pp 应 用 归 钠 法 及 $2 的 习题 的 第 1 题 ). 

2. 在 有 理 数 域 Ro 上 求 五 次 及 七 次 单位 枢 的 制 隔 域 上 的 正规 化 根 喇 ， 

3, 证 明 : 车 fC*) 二 0 有 一 个 在 特征 为 0 的 起 上 的 可 解 愧 罗 瓦 群 ; 则 它 的 分 裂 域 
攻 能 被 柑 人 一个 王 之 中 3 这 个 扩张 有 一 个 正典 化 根 塔 ， 


a 


求解 > 加 果 它 的 分 弄 二 oe 俱 被 拱 术 一 个 域 瑟 之 中 ,三 有 -个 域 由 

者 | = 人 PEP = 
这 里 的 ip 二 和 CED， 一 站 二 旬 证 明 , 节 7Cx) 有 不 同 的 根 , 划 x 二 0 
可 用 方程 x? 一 x 二 x 求解 当 且 慌 当 它 的 斯 罗 瑟 汶 是 Fr 阶 约 。《 控 示 ， 利用 $2 习 幅 
中 的 第 3,4 题 及 黑 为 素数 方 其 的 有 有 良 群 必 足 可 解 攻 这 些 事实 证 明 》 


4 次 一 般 方程 ”在 特征 兰 2 的 域 工 竹 二 次 方程 好 一 ax 十 


5 一 0 的 公式 是 x 一 《a 十 Wo 一 咎 )12， 我 们 常 将 a。 上 5 站 做 
未 定 元 ;一 旦 这 样 处 理 ,我 们 就 有 了 “二 次 一 般 方 程 ”; 特殊 二 次 方 
程 是 将 系数 固定 后 得 到 的 ， 而 在 解 的 公式 呈 作 相应 的 国定 就 可 给 
出 该 特殊 方程 的 解 。 三 次 及 四 次 一 般 方程 的 根 式 解 兴 我 们 也 是 知 
道 的 【网 下 面 习题 中 的 第 3, 4 两 题 )。 我 们 现在 将 涛 睛 对 于 任何 
2 的 :次 一 般 方程 的 根 式 解法 问题 . 

设 马 为 一 域 而 三 一 @0ay as aa) 是 外 上 未 定 元 睛 的 有 
理 分 式 域 , 则 方程 
C13) fo =x C1) 和 = 0 
称 为 9 上 的 # 次 一 般 方程 ， 我 们 项 望 确定 这 个 方程 在 上 的 伯 罗 
瓦 群 G@， 设 了 一 2 az) 是 f(x) 在 3 上 的 一 个 分 列 
域 , 在 P[x] 中 

fe) = (x CO r(x a) Oo Xa) 


则 
(14) Xi = DY) rixis es i 
ej 
因此 
10l* 


(15) PP = E(x mo 一 
= 中 (was a “sy Tr, 

为 了 确定 Gi 我 们 先 看 一 个 簿 单间 题 。 现 引 进 和 上 的 新 来 定 
元 1 5629." 区 及 #; 的 有 理 分 式 城 EB 一 $(E,, 二 
考虑 PLx1 中 的 多 项 式 
(16) {Cx) = (x CO— E(x Oo E62) £0), 

我 们 有 

(17) fx) = 
其 中 

(18) Wi 二 Dsitis Tr = FE 


[| 
我 们 现在 考虑 Pj 加 的 子 城 三 一 (Ti m Ta) 并 注意 关系 
P= 58 56", 和 (16) 表明 五 是 ftx) 在 上 的 一 个 分 
裂 域 ， 我们 断言 方程 f{x) 一 0 在 2 上 的 血 罗 瓦 群 G7 是 对 称 群 . 
为 此 我 们 必须 证 明 ， 若 £1 一 5x 是 所 的 任 一 置换 ， 则 存在 一 个 
二 EGi 使 8&1 一 8x。 我 们 知道 有 一 个 8 上 的 多 项 式 代数 有 [5 
5&5" 的 使 量 二 E71 所 7 所 12) 的 自 同 构 3, 我们 还 知道 
* 可 以 扩张 为 有 上 域 下 一 805 5 8s) 的 自 同 构 7, 最 后 5 能 
扩张 到 E[x] 的 一 个 让 周 构 使 x 一 x， 因 此 我 们 有 
Fz) = (x u(r 一 下 一 上 一 天， 

由 (17) 可 推 得 一 Tz.(1 委 裤 有 (这 也 可 利用 六 的 表示 式 {18) 
看 出 )。 而 本 一 立 可 推出 六 一 BlT ms rn) 的 元 在 5 下 
是 恒定 的 。 因 此 , ?是 在 B/S 的 估 罗 瓦 群 之 中 , 而 且 其 导出 映射 
5 满足 各: 一 #1 所 1 之 #)， 这 就 是 我 们 所 需要 的 . 

我 们 将 把 上 面 记得 到 的 关于 一 对 域 5。 3 的 结果 搬 到 另 一 对 
域 P， 5 了 上来。 方法 基建 立 P 到 了 上 的 一 个 两 构 且 把 了 映射 到 所 
上 ， 我 们 首先 考虑 更 上 的 代数 间 态 9: 


Blis £39", tn] 一 > 中 [rr rs], 


它 使 闻 一 zl 之 i 太 #)， 的 存在 是 明显 的 ,因为 ti; 是 玉 定 元 ， 
我 们 断言 1 是 一 个 同 构 ， 为 此 眉 注 意 下 面 的 上 的 同 态 5: 


[i 


GLE,, 上 Eno Ts" "3 “1, 


因此 并 = #， 这 也 是 明显 的 ,因为 &; 是 未 定 苑 ， 还 应 注意 下 [二 
69 被 完全 确定 。 公式 (18) 
与 (14) 表示 下 一 上 因此 形 一 太一 上 从 而 8 一 和 对 于 
面 [4 4] 中 的 每 个 & 成 立 , 这 可 推出 第 一 个 肌 射 了 是 一 个 
同 构 , 因为 如一 0 给 出 8 = 二 8 一 0 对 [nh po 5] 中 的 
# 成 立 。 

我 们 现在 要 将 ?扩张 成 了 一 @(n9 Pt) 到 2 一 儿 (T1， 
;To)】 上 的 一 个 同 稳 13, 而且 它 还 可 扩张 成 5[x] 到 2[x] 
上 的 同 构 了 使 得 x? 一 +， 因 比 

fxs) = (xr ri) 
x 一 rw)， 

另 一 方面 , P 是 fx? 在 5 上 的 一 个 分 裂 域 而 P 是 f(x) 在 王 上 
的 一 个 分 裂 域 ,分 发 域 的 一 般 唯一 性 定理 (定理 1.7) 为 我 们 提供 了 
一 个 P 到 上 的 园 构 ”， 这 个 同 构 在 有 上 与 已 知 的 4 重合 , 由 这 
样 的 一 个 同 构 的 存在 性 立 邓 可 网，P/3 的 全 罗 瓦 群 G 同 构 于 Fj/3 
的 铬 罗 瓦 群 6。 事 实 上 , 映射 :一 47 显然 是 6G 到 5 上 的 一 个 
同 构 .由 67 一 5 这 一 事实 可 推出 ftx) = 0 在 2 上 的 合 罗 瓦 群 
Gi; 是 5%。 还 可 以 清楚 看 到 1(x) 的 很 是 不 相同 的 ， 定 嫂 2 表示 
As) 在 下 *] 中 是 不 可 约 的 。 我 们 所 得 到 的 结果 可 报 述 如 下 : 

定理 7. 7 次 一 般 方程 (13) 在 了 宇多 (4 5" 11) 中 不 
可 约 而 且 有 不 同 的 根 ，f(x) 一 0 的 合 罗 瓦 群 是 对 丈 群 S。 

由 于 5, 在 # 沁 4 时 不 是 可 解 群 , 夏 有 

阿 由 尔 - 努 共 尼 定理 .。 +» 次 一 般 方程 当 w > 4 时 不 能 用 根 式 
解 【 域 的 特征 为 0)。 


习 题 21 


1 型 用 每 个 有 有限 群 都 癌 构 于 5, 的 一 个 于 群 这 一 事实 ,构造 一 个 瑾 了 使 它 在 一 适当 
的 域外 上 的 伽 罗 瓦 群 同 询 于 一 已 知 的 有 轧 群 G( 对 于 已 知 的 亚 政 8 构造 了 是 一 个 测 趟 
解决 的 问题 :事实 上 % 共 至 对 于 名 是 有 理 数 域 的 情 识 这 还 是 一 个 尚未 解决 的 古典 问题 )， 


站 上 二 


2, 利 用 合 容 遍 理 沦 证 虽 : 医 +{ rs XI -Ta Eixis 党 人 ms 这 印 的 
硬 Criy xz ya) 是 域 盏 站 含 末 定 洛 x 的 有 型 分 式 三 ,而 ?是 通常 意义 下 的 对 称 式 ， 
亢 rxry 从 + 的 等 个 置换 如 一 5 郁 成 立 的 
式 子 ; 则 7 是 一 个 系数 在 重 中 的 、 售 各 初 竺 对 称 多 顺和 起 有 一 Eris 二 王 » KTHy t+ 


Fe 
rf 二 +r 的 有 理 式 (将 太 结 果 与 闫 1 的 中 译本 p.102 的 对 称 多 项 式 其 去 定理 比 
园 
3. 避 设 名 的 特征 不 是 2 或 3, 邻 付 察 三 次 一 般 方程 
ts, 


这 下 各 是 未 定 元 ，x! 在 研一 末 (y fy) 上 的 一 个 分 异域 了 之 中 ， 今 用 


Le 玉 G 寺 人 一 于 一 去 和 


代 雹 xi, 划 所 给 方程 蛮 成 六 十 站 十 了 一 0 它 的 根 yy ya 为 满足 所 干 人 十 芒 一 0 
判别 式 公 式 (6 此 寻 变 成 ， 1 一 一 4 一 279:，P 在 ECY 5) 上 的 群 是 交代 群 如, 它 
是 3 阶 簿 环 悦 ， 设 $ 是 一 个 本 称 三 次 中 位 根 ( 别 如 5 二 一 二 十 十 Y= 了 3) 并 令 
5 
= yt ey Tt Eyam n+ y+ yy = 0, 


验证 ; 如果 上 = 一 上 十 二 Y=3， 则 村 一 一 和 9 一 了 YY 了 VE ,本 一 


-9 + 到 W 3 3， sisz — — 3p. 因此 


$7 3 7 

{C19) 二 一 一 也 4 一 也 一 语 ， 
3 六 27 3 

=- 了 4 十 记 六 一 对 


这 里 一 35 的 确定 在 渍 个 公式 中 应 是 相 同 的 ,至 于 六 ”的 取 法 须 能 清 足 es 一 
一 3p。 佣 方程 组 号 二 J 二 ys 二 3922 二 攻击 三 ?3 十 53?7asga 二 YY 十 V4 求 
ys 7 3 就 能 得 到 方程 六 十 py 十 4 二 09 的 卡 达 满 CCardano》 求解 公式 。 

4. 设 特征 不 是 2 或 3, 考虑 四 次 一 般 方 程 


x 
用 yi 一 +4 一 二 二 全 芝 xf 让 得 方程 107) = 加 十 加 十 4y 十 + 一 0， 它 的 根 是 


ys as yy J4 证 明 8) 一 全 的 三 次 预 解 式 是 

gs) = ps p+ 9 = 人 0 
《参看 41 习题)， 证 阴 P 一 更 (as szy T9920) 一 Cy ya js 84) 在 Crty #2 1》 
Cx; 是 gC2) 二 0 的 模 ) 上 的 怖 罗 瓦 群 是 四 元 群 ， 找 出 利用 sy say sa 及 丽人 219 sy 3) 
的 元 的 平方 根 求 yy22 ya 为 的 公 丈 ， 


104 。 


5 考察 一 般 方 和 (13) 在 五 二 Biz,, i 1 《5 是 未 定 元 ) 上 的 一 个 分 烈 践 Py 
并 证 ja Fag 是 它 的 根 ， 想 设 加 包含 ?个 尺 网 汐 移 Cy DC 证 弄 


品 一 ciri + eArt "rr" tt err 


是 FIZ 的 一 个 本 原 元 . 

8 以 对 称 群 作为 艇 罗 真 群 的 有 理 系 数 方程 阿 册 尔 - 努 芬 尼 
定理 表明 次 数 字 5 器 以 未 定 元 为 系数 的 方程 不 能 用 根 式 解 , 但 另 
一 方面 ， 对 于 茶 些 域 {例如 实数 域 或 复数 域 )， 每 个 系数 在 中 
的 方程 却 是 能 够 用 报 式 解 的 .我们 现在 将 有 指出 : 存在 不 能 用 根 
式 解 的 有 理 系 数 方 程 。 为 此 我 们 将 证 盟 在 在 任意 素数 ?次 的 有 至 
系数 方程 , 它 以 对 称 群 5 作为 戎 罗 瓦 群 ， 我 们 首先 证 明 置 换 群 的 
下 列 结果 . 

引 理 ， 车 6 是 个 元 上 的 一 个 置换 群 《 这 里 了 是 一 个 索 数 ) 
而 且 G 包 含 一 个 阶 为 的 元 及 一 个 对 换 , 则 G 一 Se， 

证 .我 们 知道 任 一 置换 均 可 写成 不 相交 的 特 蒜 之 积 ( 卷 1 的 
中 译本 8.36)3 此 外 ,一 个 循环 的 阶 等 于 它 所 包含 的 文字 的 个 数 ， 
由 此 推出 车 o € G 有 阶 f， 则 o 是 一 个 包含 所 有 这 些 文 字 1- 
2,……s 卫 的 答 环 .适当 重 排 元 1， 2,… 的 次 序 ， 我 们 可 假设 G 包 会 
对 换 (12); 由 于 元 循环 0 的 一 个 适当 方 害 有 形式 (12…*) ,必要 时 
还 可 通过 重 排 元 素 12,…, 了 的 次 序 ,使 我 们 可 以 假设 G 包 含 (12) 
及 oa 一 (123.…-p); 我 们 还 知道 ,车 7 是 3 (或 5) 的 任 一 元 , 则 
tr 一 《1777")， 这 里 的 站 ,六 分 别 是 i i 在 7 下 的 象 、 这 表 
未 ol2)o = (23), oT(l2)o = (34),..",(p —1, 8) (21) 
都 包含 于 G 之 中 ,由 于 

(13) — (12)(23)(12) 
(14) = {13){34)(13) 


(1p) — {1p — 1)(p — 1P)(1? — 1) 
所 有 这 些 元 都 包含 于 G 之 中 ; 由 于 当 1, 1，f 不 相同 时 (#7) 一 
(120C17){17i)， 这 又 表示 每 个 对 换 都 包含 于 6 之 中 。 由 于 5 的 每 
个 元 前 可 表 成 对 换 的 乘积 , 故 有 G&G 一 5p. 
我 们 现在 证 曲 


"1U5. 


定理 8。 令 Hz] 是 一 个 在 有 理 数 域 上 不 可 约 的 素数 次 有 得 
系数 多 项 式 ， 假 若 f(x) 一 0 在 复数 域 C 中 恰 有 两 个 非 实 根 ， 则 
fs 一 0 存 有 理 数 域 上 的 群 G) 古 对 隐 群 。 

和 证 ”代数 基本 定理 断言 : 在 CLx] 内 

He) = {+ — p(t — p(t — pe)s 
因此 CC 的 子 域 了 一 Rofpu mpr)【R 是 有 理 数 域 ) 是 jw) 
在 Rn 上 的 一 个 分 型 域 。 由 于 了 之 Ratp) RK [Ri{p)!: Rol 一 
degj(x) 一 2。，[P:R,] 能 被 整除 ， 因 此 了 是 (6G;1) 的 一 个 因 
耶 ， 这 里 的 G 是 P 在 KR, 上 的 伽 罗 瓦 群 。 由 西 罗 定理 知 G 包 例 一 
个 阶 为 了 的 元 , 现 洲 虑 忆 在 实数 域 上 的 自 同 构 

一 aa 十 phV 一 1 一 ec 一 8W -1 一 
te 有 是 实数 ), 这 个 自 同 构 将 fx》 映射 到 它 本身 内 去 , 这 是 因为 
1(w) 的 系数 是 实数 ,而 且 它 还 把 属于 C 的 1x) 的 根 集 telye, 
pp} 映射 到 它 本 身 内 去 . 设 ps py 是 ftw) 的 非 实数 根 , 旭 一 4 
将 与 pi 互 欣 而 使 所 有 piti > 2) 不 变 , 因 此 CC 的 自 同 构 a -+s 
对 于 这 个 根 集 的 限制 是 Gi 的 一 个 元 ， 它 是 一 个 对 换 . 故 Gy 包含 
一 个 阶 为 了 的 元 及 一 个 对 换 , 由 引 理 知 Gy 一 5p. 

我 们 如 下 构造 满足 定理 条 性 的 多 项 式 ?: 设 m 是 一 个 正 整 数 ， 
2 个 偶数 ,这 电 ? 是 > 3 的 育 数 . 看 
多 项 式 
{20) gl) = (04 mr on Oo 1), 

&(x) 的 实 根 是 本 页 ra 而 了 一 rz) 的 图 象 是 


1) 这 个 构造 法 是 R. 布 劳 尔 (Brauer】 给 浊 的 ，- 一 ~ 次 者 注 。 


* 06s 


这 个 多 项 式 有 (r 一 3)/2 个 相对 极 大 值 , 而 且 对 于 仁 何 奇数 及 部 
有 18 > 2， 记 以 这 些 相 对 航天 值 邦 > 2。 由 此 推出 jx) 一 
8(x) 一 2 在 呈 与 m- 之 间 有 {+ 一 3) /2 个 正 相 对 极 大 值 ， 
进而 推 旧 f(x) 有 ” 一 3 个 实 根 去 区 间 (as -2) 内， 由 于 
fm) 二 一 2 及 藉 oo) 一 o， 所 以 还 有 一 实 根 > 4. 这 就 给 
出 了 1x) 的 7 一 2 个 实 根 ， 合 ay mt 是 f(x) 的 复数 
根 , 刚 1x) = x 一 @) 一 二 W(x 一 
使 两 端的 *” ”项 与 ”项 的 系数 相等 可 得 


r 工 一 于 
GD Poo Pn Do — mmtm, 
1 1 


时 之 下 

因此 

(22) Zoi 一 (ze 一 2 3 a0 = En — 2m., 
[| 


当 吏 选择 得 充分 大 时 ， 由 {22) 可 知 我 们 能 使 8@ 之 0， 而 这 说 表 
不 是 所 有 的 必 是 实数 , 邻 设 是 一 个 非 实数 根 , 则 互 舌 mm 是 另 
一 个 这 样 的 根 。 因 此 我 们 至 少 有 两 个 非 实数 殷 。 由 于 在 任何 场合 
我 们 融 有 ?+ 一 2 个 实 根 可知 f(x) 恰 有 > 一 2 个 实 根 .将 它 写 
成 站 二 十 x 十 一 十 4， 显 热 各 a 是 和 偶数 . 此外， 由 
于 g(x) 的 常数 项 能 被 4 整除 ,所 网 He 二 80 一 2 的 当 数 项 
就 处 能 被 4 整除 。 将 芯 森 斯 坦 (Eisenstein》 漳 定 法 应 用 到 素数 
4 一 2 和 的 场合 就 可 知 区 z) 在 有 到 数 域 上 是 不 可 约 衣 。 由 此 可 知 
村 于 每 个 素数 了 一 +? 5， 我 们 是 能 够 满足 定理 条 性 的 ， 还 易 钢 
这 也 对 了 二 2, 3 时 成 立 ， 因 此 和 从 和 件 对 每 个 素数 均 成 立 , 这 就 证 明 
了 确实 存在 任意 素数 请 次 的 ,内 对 称 群 8 为 其 其 罗 贞 群 的 有 翁 系 
数 方 程 ， 


习 题 22 


1, 设 藉 z)E 更 FEx] 在 一 个 分 至 域 PT/ 理 中 误 不 同 的 根 六， ps pe 人 所 Sr 
是 方程 fx) 二 00 的 个 田 下 和 瑚 ， ya 3 yz 是 外 定 元 并 使 


17 原 节 误 排 为 "方程 产 ， 一 一 译 者 广 ， 


* 07s 


F(tx) = I Cx 一 《Doyi + 有 at 中 十 站 


tES 


三 I (人 aa 二 
Es 


证 明 FCxrY € [yrs Vay ss x}. 度 FCx) 一 Fe VP) Fr 是 Fix) 在 
中 Cy yz 5 7)|x] 中 的 分 解 成 首 项 系数 为 1 的 不 可 药 因 子 的 分 解 式 ， 证 明 : 洲 
z+ 一 祖 ) Pniyy 是 FCx》 的 一 个 因子 ; 则 


FDO= TT GD 
Gp i 

由 此 证 明 degPKzy = (CG: 1). 

2. 符 号 如 司 题 1: 此 外 : 设 宣 == 馈 (BR 是 有 理 数 蒜 )， 又 f(r》 是 首 项 系数 为 1 的 

整 系数 窗 项 式 . 位 设 疡 是 一 个 素数 ， 它 能 使 多 项 式 Kx) (fCx》 是 将 开 x》 的 系数 

轧 它 科 的 摸 声 的 简 侈 歼 伐 人 人 得 到 的 】 在 一 个 盆 裂 域 PfI, 中 有 不 同 的 模 。 证 上 是; 在 

Frx, yi3""*s Yn] 中 F(x) 一 I {rf 一 BiyH)s 这 里 Boy Prs 让 是 Fx) 在 了 


ES 


中 的 根 ， 利 用 此 结 虹 及 左 1 证明; 若 将 51 适当 排列 , 则 G7 是 Gi 的 一 个 子 群 
3, 证 明 :; ”车 $, 的 任 一 可 还 于 群 包含 一 个 # ~ 1 欧 御 环 及 一 个 对 换 那 末 它 必 和 
sz 重合 . 
+- 证 明 方 程 
x 2 x 1283 一 3752 一 29x SD 0 
在 R 上 有 和 群 $5. 提示: 利用 第 2 是 ;使 素数 p 一 2,35. 7 


1) 原 书 住处 无 “二 0 中 字样 ， 一 一 译 省 注 , 


+» VB» 


第 三 辣 
阿 贝 尔 扩 张 


本 章 将 研究 阿 贝尔 扩张 域 的 几 种 类 型 ， 首先 讨论 有 理 煞 域 上 
的 割 略 域 ， 并 确定 它们 的 维 数 及 期 罗 瓦 群 ; 其 次 讨论 库 黑 和 尔 
(Kummer) 扩张 ， 它 是 由 添加 线 方 程 x*” = a 的 有 限 个 根 到 一 个 
含 员 个 不 同 的 右 次 单位 根 的 域 得 到 的 ;最 后 研究 阿 贝尔 ?扩张 , 它 
是 特征 户 兰 0 的 域 的 扬 维 阿 贝尔 扩张 ， 有 限 交 换 群 的 特征 标 理 
论 是 研究 库 黑 尔 扩 张 和 阿 风 尔 扩张 的 基本 工具 ,此 外 ,研究 阿 风 
尔 卫 扩张 还 要 以 维特 《Witt) 向 量 环 为 基础 ， 它 可 由 特征? 妆 0 
的 域 上 任意 交换 代数 构造 出 来 ,对 于 任何 这 样 的 寻 和 整数 _m 一 
1, 2,-…*， 就 有 一 个 特征 为 痉 的 维特 向 是 环 吕 ,()。 在 赋值 
论 中 , 我 们 常 取 六 一 oo 时 的 极限 片 考 起 无 限 维特 向 量 环 路 (外 )， 
这 将 在 第 五 章 讨 论 ， 本 章 的 若 王 结果 在 第 六 章 形式 志 诚 理论 的 应 
用 中 希 要 . 

1. 有 理 数 域 上 的 割 回 域 “我们 曾 定 义 咸 加 上 总 次 荐 国 域 是 多 
项 式 x" 一 1 往外 上 的 分 裂 域 (§2.2), 而 共 证 明了 ， 当 对 的 特征 
不 是 避 的 因 于 时 , 制 加 域 的 佑 罗 瓦 群 辐 构 子 环 Tj(m) 中 单位 所 成 
群 Utm) 的 子 群 ( 完 理 2.3)。 今 设 基 域 则 一 Ro 为 有 班 数 域 ，P%” 
洪 示 只 上 瑚 次 单位 根 所 成 的 刘 圆 域 . 令 ZLm) 是 次 单位 报 的 
乘法 群 .我 们 知道 Z(m》 是 件 环 群 ， 它 的 生成 元 出 作 mm 次 本 原单 
位 根 ， 而且 PC” 一 R,(5)， 共 中 是 性 一 ww 次 本 原单 位 根 ; 所 以 
维 数 [Pw:R] 是 二 在 RK。 上 的 最 小 多 项 让 的 次 数 。 如 困 是 以 
次 本 原单 位 根 ; 则 共 余 ;次 本 原单 位 根 形 如 54, 这 里 (多,m) 二 1. 
所 以 mm 次 本 原单 位 根 有 ptm) 个 , 即 不 稻 过 六 遇 与 如 互 素 的 止 蝎 
数 的 个 数 , 也 就 是 详 ULm)》 的 阶 ， 


* TD。 


令 
(1) ha (xy 一 lI (x —&), 


这 是 一 个 系数 在 P” 中 的 plm) “次 多 项 区 。 如 果 : 局 于 R 上 
Po” 的 佑 罗 所 群 G6, 显然 : 将 mm 次 本 原单 位 根 的 集合 映 到 其 自身 
内 ， 国 此 ,对 于 每 一 5 G 入 (x) 一 25.02)， 叉 因为 PI 是 Ro 上 
的 涛 罗 瓦 扩张 ， 可 蚊 XCx) E Rofx]， 子 Xm(x) 是 有 理 系 数 多 项 
式 ， 我 们 还 可 以 用 更 为 初等 的 方法 来 考察 它 ， 进 而 得 到 一 种 计算 
okxz) 的 归纳 步 野 ， 因 为 任何 亚 次 单位 根 的 阶 都 是 实 的 因子 ， 而 
当 djm 时 ,每 一 次 单位 根 都 是 普 次 单位 根 , 于 是 有 公式 ; 

(2) 1"—1= Il Luly) 


di 
ld in 


显然 L(x) 王 * 一 1 现 假 设 对 一 切 满 足 1 所 4 < 所 m 的 3， 有 
4atx) € Ro[z]， 那 末 公 式 【27 给 出 
G) ck AN 
这 表明 inakz) 6 Rolx]， 而 且 给 出 了 计算 hnlx) 的 实际 方法 。 例 
如 ,我 们 有 和 C0 一 * 一 1， 

hr) = 1 一 二 l, 

U(x) = (tO 1 = 十 x 二 1， 

hs) =) 二 1 

lt) 一 人 一 TD ) (wh Cs) 


一 x 一 + 十 1， 
而 且 
df = Cr oo fA RC) Cr) Cr) Ce) 
一 一 字 十 1 
如 果 p 是 索 数 ,我 们 有 
(4) Lol) 一 《 — 11) (x— 1) 


一 x? 十 x 于 1 
由 艾 森 斯 坦 准 则 容易 下 出 kx) 是 R[x] 的 不 可 约 多 项 式 ( 着 1 
多 由 译本 p.11% 习题 30 的 复 2 题 ) 现 让 明 下 面 的 一 般 结果 ; 


- lids 


定理 1。 w(x) 在 有 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 。 
证 首先 fs) 是 整 系数 多 项 式 ， 假 如 上 天 症 时 ,此 结论 对 


每 一 4a{x) 是 成 立 的 , 令 plx) 二 下 2stx)， 时 带 余 陈 法 得 到 


3 一] 一 bgtxw) re), 出 寻 g(r), rx) € fx], depr (C(x) < 
degP(#)， 男 一 方面 有 x" 一 1 一 p(x)tm(x)， 由 商 及 余 式 的 唯 … 
性 可 得 zwtw) 一 gtx) 有 整数 系数 ， 现 设 4otw) 一 (x)KCx)， 让 
处 Cx) € Ro[x1 是 不 可 约 的 , degh tx) 写 1。 由 高 斯 引 理 ( 卷 1 的 
中 译本 p,116) 可 很 设 4(x) 与 wx) 是 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 
项 式 。 令 ? 是 囊 数 月 ptm, 是 h(x) 的 根 。 我 们 将 证 明 这 是 
wx) 的 很 。 因 为 (p,m) 一 1 基 是 严 次 本 原单 位 根 。 如果 如 不 
是 itw) 的 根 , 则 2 是 Cx》 的 根 ,于 是 二 是 kz 的 根 ， 百 于 
Kx) 在 Rufx] 中 不 可 约 , 且 有 为 很 , 故 有 夺 s1 丰 于 )。 于 是 Xx?) 
一 h(x)l(x),。iCx) 是 首页 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 。 我 们 还 有 
1 Amn) Ps) — (rR PR), 
这 些 都 是 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 . 通过 取 同 余 模 ?或 同样 
地 作为 多 项 式 环 1s[x] 中 的 关系 ,得 到 
(5) a T= lr)R(r)pC). 
一 般 地 , 如果 fr) 一 qx 十 at 十 十 aegzi， 那 末 
Hr) or" tt dr Ey, 
类 慨 地 有 外 (xz? 一 A(xw)ICx)。 另 外 ,因为 对 每 个 整数 «都 有 a=- 
4。， 所 以 对 任何 多 项 式 f(x) 都 有 
fr 
= hr 
因此 R(x)? 一 x?) 一 Ce)Cx)， 帕 此 推 吓 (2(s) ,Cx)) 天 1， 
则 (5) 表明 x” 一 了 在 1p 上 的 分 裂 域 中 有 重 根 因为 ptm, 这 是 
不 可 能 的 . 这 就 证 明了 对 于 每 一 个 满足 时 mm 的 案 数 ,5? 是 趟 二 
的 根 ， 重 复 这 一 步 又 表明 ,对 于 每 一 与 刀 蕊 素 的 整数 +, 刀 是 As 
的 模 ， 因 为 任 一 +* 次 本 原单 位 很 都 形 如 5((r, m) 一 1)， 可 也 每 
-一列 次 本 原单 位 很 都 是 只 xz] 的 极 , 所 以 As 一 Late of 


lil: 


在 Rofx] 中 是 不 可 约 的 。 

至此 我 们 已 看 到 , 1,《x) 是 任 一 请 次 本 椒 昔 位 报 在 有 上 的 最 
小 多 项 式 ， 因 为 PY” 一 Root ， 二 是 本 原 的 ,我 们 已 经 租 到 公式 
(6) [P:R 一 plm), 
由 此 推出 : 对 PHR， 的 匣 软 巨 群 G 有 (6G:1) 一 p{m)。 因为 
{0(2)71) 一 和 (im)， 且 妇 司 构 于 CEm)》 的 子 群 .这 就 证 有 明了 

定理 2， 令 Po 是 有 理 数 域 如 上 上 的; 阶 贡 隔 域 , 则 PR 
的 敬 罗 瓦 群 同 构 于 环 【f/f(m)》 中 单位 所 成 的 苹 群 U(xm)。 

现在 来 恋 定 其 罗 真 群 G{ 亦 即 UCm))》 的 构造 。 易 见 ， 如 果 
m= i， 是 不 同 素数 , 则 UL(m)】 同 构 于 有 (的 直 
积 ,因此 只 须 券 碟 未 数 知 六 一 六 的 情形 就 够 了 ， 此 时 ZKP) 是 
Pp 一 产 一 ?一 pp 一 1) 阶 交换 群 。 我 们 先 证 

定理 3 花 了 是 奇 素 数 , 则 了 六 戎 ) 的 单位 所 成 蒋 落 群 U(p) 

证 ”因为 这 个 群 的 阶 是 pCp 一 1)， 则 T(z) 是 子 群 吉 和 
子 群 KK 的 直 积 ,其 中 五 是 由 满足 六 一 | 的 元 组 成 的 Pr! 阶 子 
群 ,入 是 由 满足 +*7 一 1 的 元 组 成 的 ? 一 1 阶 子 群 根据 阶 互 素 
的 循环 群 的 可 积 仍 是 循环 群 ， 页 只 须 证 明 总 和 天 部 是 循环 图 就 驶 
了 ,车 = 一 1 由 区 (pp 一 天 是 域 To) 的 乘法 帮 ， 并 且 是 滞 
环 群 , 因 此 能 选择 整数 9, 使 a 十 Cp) 十 (pp) "san! 《p) 
在 1 的 中 是 不 同 的 .全 一 e 出 于 fab) 一 1 (4, 加) 一 
1, 且 5 十 (29), a 十 [PY)EU(P)， 及 因为 如 一 《人 0 一 
avpn 二 1{modP"), 于 是 2 十 (Pr) EK ， 央 均 ba 二 a(modp)，, 
所 以 下 十 Cp) 六 十 (p),…… 2! 十 《y) 是 不 同 的 , 上 上 十 (7)， 
六 十 《Br 十 (Fr) 也 是 不 同 的 ,内 此 5 十 (Pr) 的 阶 俗 是 
一 1。 由 于 (KK:1) = 一 1， 所 以 KK 是 以 5 十 { 关 ) 为 生成 元 
的 循环 群 。 剩 下 此 证 眼 总 是 循环 群 。 不 妨 假 设 e 宇 2， 否 则 五 一 
(1)， 其 结果 是 亚 热 的 ， 设 “ 裕 2， 可 以 断定 五 是 不 其 个 
pe 1) 阶 循环 群 的 直 积 。 从 而 方程 立 一 1rf 万 ) 有 闪 个 
解 ， 下 面 只 须 让 其 满足 #r 三 1(modp”) 的 整数 af0 之 nn 之 六) 


"112。 


不 超过 个 就 够 了 .。 今 设 * 注 足 这 些 条 件 , 财 由 于 me 二 wmodp)， 
故 有 怀 = 1(modb). 因 此， 如 果 = 过, 则 可 窟 成 #= 二 1 十 YP! 十 
a7 此 处 工 委 帮 二 * 一 1 0 之》 之 p,# 是 一 个 非 负 整数 ,所 以 


oz 一 工人 jG zp) (8 oO + spp 十 


十 (yy 十 3p)ppn 1+ ypi(modp’t?), 
如 果 me 二 1(mod 庆 ) 市 且 于 < < 一 1， 这 就 给 出 
区 = (modp'™?), 

于 是 y 三 0(mod?)， 这 与 0 之》 之 上 了 矛盾。 所 以 我 们 知道 如 果 
# 满 足 1 过 zn < 产 及 二 (modp), 则 n=1 yp 0 
} 夺 Pp， 所 以 包含 1 在 内 的 全 部 解 至 多 有 PP 个 ,证 毕 . 

下 面 考虑 奈 数 2 的 情形 ， 

定理 4 U(2) 和 U(4) 是 循环 的 ， 当 e 之 3 时 ，7(29 是 
一 个 2 阶 循环 群 和 一 个 2 一 阶 循环 群 的 直 积 ， 

证 U(2) 的 阶 是 q(29) 一 2 ， 如 昌 一 1， 州 

【ZU2):1) = 1, 

如 果 <。 一 2， 则 BC29 一 U(4) 仅 有 两 个 元 , 所 以 是 循环 的 假 
设 e 守 3， 我 们 首先 证 明 有 四 个 不 同 元 xe D(29 满足 刀 一 1 
这 就 可 推出 D0(2) 是 至 少 两 个 兰 !1 的 不 同 箱 环 群 的 直 积 。 令 一 
1, 2 = Cl, 2 
2 是 不 同 的 ， 且 请 足 x 一 1， 这 就 证 明了 我 们 的 论断 。 又 由 于 
U(2) 是 至 少 天 个 所 1 的 循环 群 的 直 积 ， 而 0(2") 的 阶 为 2 
可 见 若 xEU(29)， 则 地 ”一 1， 或 者 说 : 苍 a 是 奇 整数 ,出 


2 mod22。 
因此 只 楼 找 弄 满足 x*” 关 1 的 x， 定 理 就 证 实 了 。 因为 这 就 得 
到 了 一 个 2 一 阶 循环 子 群 , 布 此 仅 在 UV(2) 是 一 个 2 阶 循环 群 
和 一 个 2 阶 御 环 群 的 自 职 时 才能 成 立 。 为 此 ,可 取 x = 5 + (2"). 
先 注 意 到 ; 若 “一 3， 则 5 一 5 新 {mod2 人 ,但 


5 二 1(0mod2 ')，, 


4113。 


令 j 守 3， 且 入 用 是 使 5 = Imod2 成 立 的 最 大 整数 *, 则 
(3) 一 2， 对 任何 f 守 3, 有 3 一 1 十 y2*?, 其 中 7 是 奇数 ， 
过 此 得 
SMH (5 Ye 
这 首先 表明 , 当 了 于 六 3 时 ，&F 十 1) 空 大 四 , 故 ( 有 ) 守 2， 其 次 ， 
关系 式 表 明 537 二 1 十 z240 其中，#8 一 9 十 24071y? 是 
奇数 ,因此 有 &f 十 1) 一刀 们 十 1， 青 利 月 (3) 一 2 推出 : 对 
一 切 1 守 3 有 (用 一 1 一 1， 帮 当 t 守 3 时 了 5 天 Imod2) .这 
就 十 我 们 要 证 的 .证 毕 . 

定理 2, 3 和 4 措 述 了 有 理 数 域 上 # 次 单位 根 域 的 期 罗 瓦 料 ， 
概括 如 下 。 

定理 5 设 m 一, 是 素 烙 ，P"” 是 有 理 数 域 Ro 上 二 次 
单位 根 的 域 。 划 PR 的 贫 罗 乒 群 CE 是 循环 叙 ( 除 请 一 2，e 之 
3 外 )}。 在 这 一 全 外 情形 下 ,6 是 2 阶 与 2 一 阶 循环 群 的 直 积 。 


习 题 23 
1。 有 十 殖 比 乌 斯 反 玉 公式 [ 郑 1: 申 译本 p. 112， 习 题 4? 的 第 5 题 ) 证 明 . 
到 上 
aAD=T De. 
lm 


2 信 产 是 索 数 ， 刀 阅 是 有 理 数 域 Ro 上 户 次 单位 极 的 牢 两 城 ， 信 8 十 Cp》 是 
循环 群 CCp) 的 生成 兹 37 是 PenmHfRe 的 佳 兰 一 和 冯 的 训 同 构 , 吉 是 取 定 的 产 次 本 项 
单位 根 、 让 明 个。 和 5 形成 POYR。 的 一 个 基 【正规 基 )， 候 设 p 一 
1 一 cf, cyF 足 正 整 数 ， JR 是 Re Ro 的 < 维 子 域 , 证明 ; 如 果 上 一 af 9 一 5 十 
6 二 二 中 1 那 末 《C79 于 9 D1》 是 8/1Rs 的 一 个 基 ， 证 阴 : 关于 
这 个 划 蜂 滋 法 点 有 器 系 数 . 

3， 令 P 基 Ro 上 了 次 单位 根 的 域 ， 作 寺 斌 Ri = 12;3) 使 RoCRCR,C 
RR 二 PP，[Ri:Ri_t] = 2。 在 Ri 中 求 一 个 元 素 加 使 Ri 二 Ri (i) 627 ERR,_sy 
1 守 # 扫 和 ， 

4. 《XO， 妥 特 (DTodd)) 令 P 是 上 次 单位 根 沟 域 ，P 是 形 如 4m 十 3 的 
染 数 ,证 明星 一 个 二 次 子 域 与 一 个 奇数 维 的 子 域 的 张 二 了 积 ,并 让 有 明 这 个 二 次 子 域 不 是 
实 域 {如果 和 将 PP 看 作 计 数 域 的 于 域 》. 

5 字 BO 是 和 一 在 上 形 次 割 同感 ， 江 玫 了 六 站， (Wy 3 p) 二 1， 证 明 
[Em 这 立 Mr ) 中 元 素 产 十 5 ) 的 阶 。 
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2. 有 限 交 换 拜 的 特征 标本 章 余 下 的 部 分 要 研究 两 类 阿 贝尔 
打 张 域 ， 库 默 尔 扩张 与 特征 为 请 的 域 上 和 维 阿 贝尔 扩张 .它们 
都 要 以 有 限 交 换 群 的 符 征 标 理论 为 基础 ， 所 以 我 们 党 加 以 讨论 ， 

令 4 和 蝇 是 是 信 交 换 娠 (运算 用 筑 藻 记 )。X 卉 由 是 4 到 了 内 
的 同 态 ; 定义 它们 的 徘 积 X8 为 oz 一 #74+， 验 算 可 知 和 好 也 是 
一 个 同 态 ;而且 4 到 吾 内 的 一 切 同 态 集 Hom(4, 8) 在 丧 积 落下 
是 一 个 交换 群 { 参 考卷 1, 中 译本 hb.74). 我 们 特别 感 兴趣 的 情况 是 ， 
4 有限, 了 一 工 是 有 限 循环 群 , Z 的 阶 被 4 的 所 有 元 的 阶 整 除 ， 我 
们 把 4 的 元 的 最 大 阶 数 叫 作 4 的 指数 ， 我 们 知道 群 的 每 个 元 的 阶 
整除 其 指数 ( 卷 2, 中 译本 p.61， 习 题 中 的 第 1 题 )。 因此， 对 Z 
记 加 的 条 件 等 价 于 ZzZ 的 阶 被 4 的 指数 整除 ， 

我 们 希望 由 4 的 特殊 分 艇 式 4 = Ai X A; X -'- X 4 来 决 
定 Hom(4, 2Z)， 此 处 4; 是 循环 子 群 ， 设 4 一 A141 A,, 4i 门 
1 全 1)，Ci 是 Z 中 满足 车 一 
1 的 元 # 作成 的 子 群 。 由 于 s, 是 Z 的 阶 的 因子 ,所 以 Ci 是 Z 的 i 
阶 子 群 . 令 C 是 ?元 组 (a, o…。c) 所 成 的 群 ,其 中 cE C;， 
乘法 按 分 量 定 义 ， 则 上 是 群 CC ，C: 的 (外 ) 吉 种， 而 且 
C 宕 4 《参考 卷 1 中 译本 p.134). 我 们 将 得 到 Hom(4,Z) 到 C 
上 的 一 个 阿 构 .为 下 ,选取 4i 的 一 个 生成 元 6 一 12 
如 果 XEHom(4, 2)， 因为 ai 一 1， 则 oq 一 ci 满足 cf 一 1， 
于 是 ci € Ci, 现 把 多 股 射 到 元 素 {e)， cy 二 【ef， a 
2 站 EC 如 果 中 EHom(4, Z)， 那 末 

《et 一 《ie 
一 《al Ar al, et 
于 是 一 (ai ， 97) 是 Hom(4,Z) 到 人 内 的 一 个 同 配 ， 如 
了 守 二 1(i 一 1 了?), 由 于 a 是 4 的 生成 元 , 故 对 每 一 ae 4 
都 有 性 一 1， 于 基 由 愉 二 1 (对 一 切 门 推 得 头 一 1， 这 就 证 明 
了 XxX 一 (ql, a7) 是 到 CC 内 的 同 构 。 剩 下 要 证 明 这 个 映射 是 
满 射 : 设 cj 是 Ci 的 任 一 元 , 则 ef 二 1， 而 主 显 然 有 4; 到 CC; 工 
的 间 坊 入 使 qi 二 = ci， 让 为 A 一 ALX A XX A,， 豆 腕 对 
"415+ 


4 是 村 烛台 内 的 一 个 同 配 %， 沈 
然 Xa 一 这 表明 了 Hom( 4, 7) 
到 人 C 的 肢 射 是 注射 这 就 证 明了 4 尘 C 兰 Hom(4, 7Z), 

定理 怠 设 4 是 有 限 交 换 群 ,Z 是 有 限 循 环 辜 ,其 阶 被 4 的 指 
数 整除 , 则 群 好 omk4.Z) 同 构 于 4. 

如 果 工 满足 定理 条 竹 ， 那 末 称 疮 Hom(4，Z) 为 群 4 的 特征 
标 群 , 其 元 称 为 4 的 特征 标 . 

我 们 能 迅速 得 到 所 需 的 特征 标的 结果 ,首先 看 如 下 的 结论 : 

推论 1， 如果 ee 4, a 天 1， 则 存在 一 个 特征 标 XE Homt( 4， 
Z), 使 星 关 1， 

证 设 8 是 4 中 对 一 切 Xt Hom(4,Z) 能 使 矿 == 1 的 元 
上 所 成 子 群 ， 易 见 , 若 能 证 是 B 一 1， 也 就 得 到 我 们 的 结论 ， 令 
XE Fomt 4 Z)， 因 为 六 一 1, 565EB， 所 以 互 在 和 的 核 中 , 故 有 
一 个 41B 到 Z 内 的 导出 同 态 XY, 由 (a8) 一 a* 定义 。 如 时 
xX, 中 € Hom( 4, 2)， 帮 日 匀 王 加， 则 由 定义 表明 一 吕 ， 所 以 
Hom{ 4, Z) 到 Hom(13 2Z) 汕 的 贡 射 X 一 工 是 1 一 1 的 ,， 罗 
为 【4:1) = {Hom( A, 2):1), (A1B:1)==(Hom( diB, 2):1), 
由 定 弄 6 其 ,这 数 必须 相等 , 故 互 一 1. 这 就 是 我 们 所 需要 的 。 

如 时 是 4 的 一 个 固定 元 ， 则 我 们 可 以 定 尽 Hom( 4, Z) 到 
工 内 的 陕 委 和 :no 一 如果 ,EHom(A, 之 }， 则 有 

(Xe 一 et 一 sxgy 一 和 nen， 

所 以 4 是 Hom(4:Z) 到 2Z 内 的 一 个 同 坊 ， 故 是 Homt( 4， 
Z) 的 特征 标 。 我 们 有 基本 的 

推论 和 对 aE 4， 定义 一 个 om(4, 2) 到 Z 内 的 映射 总: 
Xn Hom(Hom(A, 7), 7Z3， 而 日 是 射 4 一 入 是 4 
到 om(Hom( 有 4, 2), 27 上 的 同 构 ， 

证 首先 , 由 于 一 (qb 二 一 XX 一 Wary (最 后 
的 等 式 很 据 特 征 标 群 的 莱 积 定义 ) 可 见 a 一 1 是 世态 ， 其 次 , 设 
9 一 1， 则 对 一 切 %，a* 一 1。 于 是 电 推 论 1 知 ，2 一 1. 这 吉明 
同 态 一 各 的 核 只 含 恒 等 元 ， 轩 此 映射 是 一 个 同 构 。 由 定理 6， 
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因为 (A:1)} = {Hom{ 4, 2):1) 一 {Hom(Hom( A, 2), 2):1), 
玻 4 一 和 ; 是 满 射 。 证 毕 ， 

推论 2 允许 我 们 把 4 和 Homt 4, Z) (关于 2) 的 特征 标 群 等 
局 起 来 ,因此 4 和 Honm(4, ZZ) 之 间 育 完全 对 慢性 , 羽 此 证 明 

推论 3、 特征 标 集 {%, 为 ,… ,各 } 生成 竺 征 标 群 和 om(44， 
Z) 当 且 仅 当 袜 是 oo 一 104 一 1 2 fr) 的 scd 仅仅 是 
下 一 二 

证 这 等 价 于 对 偶合 题 fw 2 ar} 生成 4 当 且 仅 当 使 
好 一 10 一 1 2 rr) 成 立 的 内 有 特征 标 1。 这 是 容易 的 ; 内 

为 如 果 ms 41，"……, 4， 生成 4 而 且 对 转 征 标 X, 有 愉 二 1 成 立 

则 网 X 是 同 态 而 迁 到 a* 一 1， 这 就 推出 二 1。 男 一 方面 ,如果 
aa ee 生成 的 子 嫩 是 真子 群 , 则 存在 4783 的 特征 标 = 
1. 车 sag4， 则 映射 a 一 a8 一 (aB)X 是 Hom( 4A, Z) 中 满足 
中 一 1 二 127) 而 不 为 1 的 元 . 

3. 库 默 尔 (Kummer) 扩张 ”要 得 到 给 定 域 史上 的 阿 贝 尔 扩 
张 的 全 获 往 往 是 困难 的 。 比 如 , 旬 是 有 惠 数 域 时 ,就 需要 深入 的 数 
论 研究 。 握 是 有 两 类 阿 贝 尔 扩 张 可 以 用 比较 初等 的 代数 方法 加 以 
十 分 详尽 的 研究 ， 其 一 -是 所 谓 阿 贝 尔 了 扩张， 即 特征 了 关 0 的 域 
上 # 维 亲 贝 尔 扩张 , 这 将 在 $5 中 讨论 ， 本 市 叙 未 库 默 尔 扩 张 理 
论 ， 其 定义 如 下 

定义 1。 设 P 是 域名 的 一 个 阿 幢 尔 扩张 ， 称 Pj 为 库 默 尔 
如 扩张 ， 如果 Pi/ 畦 的 全 风 瓦 群 的 指数 为 户 ， 并 且 名 合 w 个 不 同 
的 天 次 单位 很， 

假设 下 是 包含 双 个 不 同 的 zr 次 单位 根 的 给 定 域 ， 在 误 个 讨论 
中 , 域 @ 和 整数 二 是 固定 的 我 们 希望 得 到 库 默 尔 mw' 扩张 P1@ 的 
轰 括 认识 ,此 处 m'jmw。 已 经 知道 ,由 风 合 记 个 不 同 的 姑 次 单位 和 根 
可 以 推出 其 特征 不 是 吉 的 因子 (52.2)。 如 果 了 /对 是 库 默 尔 m' 扩 
张 ， 和 Im ， 刘 [P: 玫 ] 一 《G:1)， 由 二 有限 交 必 群 的 指数 和 阶 被 
同样 的 素数 整除 ,可 见 特 征 不 是 IP:@] 的 因子 . 

各 如 上 所 示 , Pj 人 @ 是 库 风 和 尔 六 扩张 ,mr 各， 而 P* 和 四 * 
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分 别 是 P 和 名 的 非 零 元 的 乘 群 。 对 于 pe P*, 里 射 一 pm 是 P* 
的 自问 态 , 它 把 2* 喘 射 到 自身 内 ，p 一 p” 的 核 蚌 扣 次 单位 根 作 
成 的 右 阶 群 Z(m), 而 且 Z(m) 守 $$*. 令 
(7) MI(P)} = {pt P*|p" € PB*), 
(8) N(P) = {p"le € M(P)). 
则 M(P》 是 由 全 * 的 苑 在 P 中 的 六 次 根 组 成 , 而 N(P) 是 有 中 
元 的 集 , 这 些 元 是 P 的 元 的 次 堪 。 显然 MtP) 是 P* 中 包 合理 
的 于 群 ，N(P) 是 8 中 包含 8 一 (ee 的 子 群 。 

设 pEM(P), 令 (7?) 一 rp ECG， 因 为 到 一 wEc， 
(pn) ”一 a， 于 是 ee Z(m). 但 内 Z(o)S 了 ， 

XA = pp = (pp (pp) Xs Xela), 
可 见 和 € Hom(G, 2Z),，Z 一 Z(tm)， 因 为 6 的 指数 是 w 的 因子 ， 
所 以 Hom(G, Z) 是 有 限 交 换 群 6 的 特征 标 群 。 有 反之， 设 * 是 
Hom(G, Z) 的 任意 一 个 元 ; 则 X57) 一 XXXCD 一 Xs) XCD, 满 
足 诺 德 方 程 ， 因 此 由 诺 德 定理 《定理 1.19), 存在 非 车 元 pt 了 使 
得 X() 一 pp! 因为 rp 6EZ， 于 是 对 每 一 5CG 有 
{pI" =p” 或 (p")’ = p”, 
区 p* EB, 从 而 PE 对 (了 P). 这 样 ,我 们 就 证 明了 特征 标 群 HomtC， 
Z ) 的 每 一 元 有 如 下 的 形式 所 人 一 prpm sp 在 M(P) 中 ， 如 果 
pi PE MIP), 而 且 zx， 是 如 的 相应 的 特征 标 , 则 
Kapls) = (pp) (np) = pipr'pipy" 
一 Xi 人)， 

因此 上 肪 射 一 tofz) 是 M(P) 到 Hom(G, 2) 上 的 同 态 。 此 同 
态 的 核 是 适 人 台 wo 一 1，sE G 的 元 p€ M(P) 的 集 , 这 以 是 满 
足 pi 二 Pp，sEG 的 元 P 交 0 的 集 , 改 是 下 + 

把 刚才 得 到 的 关于 计 (P)》 到 Hom(G, z) 上 上 的 同 态 的 结果 
用 斜 同 态 的 正 合 序 列 来 陈述 是 很 方便 的 。 设 G1, Gi,**'， Gi 是 
群 ， 区， 是 群 Gi 在 Gr 内 的 同 杰 ,我 们 称 序列 


GG “Gh 一 人 
好 Rh- 
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是 平台 的 ,让 果 对 每 一 了 = 了 2 不 一 2， 在 再 下 的 象 与 
#41 的 核 重 合 ， 站 果 1 表示 仅 由 单位 元 1 组 成 的 群 ， 则 1 到 任意 
群 内 的 同 态 只 有 1 一 >1. 由 此 及 正 合 性 的 定义 得 到 :1G1 字 ;是 
严 会 的 ,当下 仪 当 了 是 1-1 的; GG 1 是 正 合 的 ， 当 和 且 仅 当 
7 是 满 射 ， 

利用 这 些 术 语 , 我 们 可 和 投 述 以 下 定型 . 

定理 7， 没 名 基 含 mw 个 不 同 芍 mm 次 单位 很 的 域 , P/ 人 是 库 睦 
尔 m' 扩 张 ，m'lm,M(P》 由 (7) 所 定义 ,其 中 P* 有 基 P 的 有 莱 法 群 ， 
多 * 是正 的 乘法 群 , 则 有 秀 法 群 的 正人 台 序 列 

l= S$*—> M(P)}— Hom{(G, Z)}—1, 
这 里 @* 的 同 态 是 包含 路 射 ，M(P) 的 同 态 是 pop 一 Xj，X(s)= 
rp ， 商 群 M(P)/B*D 有 限 且 间 构 于 G6. 还 有 P 二 (ML(P))， 
并 且 PP 一 BCpis pa Pr)，PiE M(P) 的 充 要 条 件 是 陪 集 pi.” 
生成 MP)1 Ge*。 

证 所 给 序列 的 正人 台 性 的 第 一 个 命题 是 指 8* 是 映射 pP 一 思 
的 核 , 而 卫 这 个 妥 身 是 Hom(G, Z) 上 的 清 射 ， 对 于 这 两 点 上 夯 
已 经 给 予 证 明王 是 有 Hom(G，, 之 ) 兰 MM{P)/DB*， 因 为 

HomtG, 2Z) SG， 
而 定理 5, 有 M(P)/B* 兰 G。 这 就 证 明了 第 二 个 命题 。 现 在 设 
Py mp 是 邓 (P) 的 使 得 陪 集 户 和 * 生成 有 限 群 M(P)j@* 
的 元 ,显然 Mt{P) 的 同 态 一 入 给 出 了 M(P)/@* 到 Hom(G， 
Z) 上 的 同 移 p 谨 一， 因此 特征 标 Xo 生成 Hom(G，Z)。 今 设 
P' 一 (pss Pb) 已 是 如 的 相应 于 了 的 子 群 {PjP' 的 彻 罗 
瓦 群 )， 如 果 1£ 昌 ， 则 有 pi 二 py， 1 磅 1 之 1， 于 是 NK) 一 1， 
六 就 推出 ， 对 每 一 Xt Hom(G,Z) 有 Xx) 一 1， 再 由 定理 5 的 
推论 1 得 到 上 一 1， 到 此 吾 一 1， 从 而 得 到 P' = B(p, py *…， 
pr) 二 P,P 了 二 人 B(M(P))， 反之 , 设 ply Pr …… ypPr& MM(P) 满足 


1) 原文 误 为 MCPY/P*, 一 一 泽 漠 泪 ， 
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Pips ps or) 一 PP 和 EGG 则 由 pi=pi, 1 过 ?之 +， 推 
出 P= 二 ps pEP 了 ,可 见 从 和 (9) 一 1, 1 过 i 所 7 可 推 凡 :一 1， 
因此 由 定 到 6 的 推论 3 得 到 X, 生成 Hom(G,Z)， 特别 地 当 pe 
MP》 了 时 ,有 %, 一 XaXi. hr。 十 是 对 每 一 5 G 都 有 
Pp! ~ (pipT Yu{ pipr ) e+ {pipr Yer 
因 卫 ，(ppitpi pr 一 ppi 人 pp 56 他。 于 是 
P= 8pi .phr, 

PE 人 rr， 由 于 2 是 MP) 的 任 一 元 ,这 就 证 明了 陪 集 pj;$* 生成 
(PPJ18*、 证 从 、 

下 面 沽 上 说 MLP) 到 商 群 NIP)/8*” 上 的 映射 p 一 po", 
这 是 一 个 同 态 ,其 核 是 M(P) 中 满足 or 一 ar(eecg#) 的 元 ?的 
集 。 那 末 p 一 5 此 处 5” 二 1。 因 为 Z 定 。 这 些 2 怡 好 是 
的 元 ,因此 有 MCP)/@* 到 NCP)/B*” 上 的 网 构 p@B*p"$*”. 
因为 ME) /5* 同 构 于 P/9 的 伽 罗 瓦 群 ， 显 然 N(P) /DB*”w 是 
亚 *1@* ”的 有 限于 群 ,而 且 有 
(9) N(P)/@D*™ a M(P)/D* 兰 三 

现在 把 注意 力 转移 到 ge* 的 子 群 N(P) 上 , 它 满足 两 个 条 件 : 
ME 二 区 "” 及 N(P)/@*” 是 有 限 的 ,我们 将 看 到 ， 这 些 由 多 和 
入 决定 的 于 群 能 用 来 给 出 库 默 尔 扩 张 PB 的 概貌 。 首先 ， 如 景 
ao 是 mp) 的 元 :使 得 陪 集 0@*” 生成 N(P)/@*”， 
则 Pj 是 

1(x) = {x oo) (ro a) ro oo) 

的 分 异域 ， 因为 有 pf 一，{(pi 村 {PP))， 以 及 由 MP)/@* 
各 入 (P)/ 人 4” 的 同 构 p@* -> p”@B*", 推出 陪 集 pyB* 生成 MM(P)f 
BB*， 国 此 十 定理 7 得 到 了 一 人 pw)， 如 果 2 二 人] 则 
fs 的 根 是 pity， 可 见 了 一 多 (pit)) 是 flx) 在 名 上 的 分 裂 域 , 

其 次 着 手 证 明 B* 中 满足 工 述 条 件 的 任意 子 群 N 可 由 库 默 尔 
扩张 得 到 .精确 结 录 向 下 -: 

定理 设 驯 是 包含 燥 个 不 同 的 吉 次 单位 很 的 域 ，N 是 人 
中 含 @@** 的 子 群 使 NI@** 有 限 ， 则 存在 库 潜 尔 m 一 扩张 
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Pi mm 使 N(P) 一 入 ,其 中 N{P) 和 MCP}) 由 (8) 和 (7) 
所 定义 。 

证 ”上 而 关于 库 默 尔 扩张 的 分 析 给 出 定义 P/ 的 线索 ,鉴于 
这 一 点 ,导致 我 们 在 所 给 群 N 中 选择 ma %,，，， , % 使 陪 代 四” 
生成 N/EB*”， 令 PjB 是 (10) 中 给 定 的 多 项 式 1 (x) 的 分 裂 域 
医 为 xr" 一 a; 有 * 个 不 同 芍 根 ; 所 以 f(x) 是 可 分 的 ， 而 且 Pi 史 
是 有 限 维 人 栅 岁 瓦 域 ,， 设 G 是 期 罗 瓦 群 ， 如 果 pj 是 x” 一 0 的 根 ， 
见 这 个 多 项 式 的 所 有 根 是 p 愉 ;, 5; 在 而 次 单位 根 欧 群 Z 中 ， 因此， 
如 果 seEG, 则 由 一 证 (ar b(ts) EZ， 姻 果 sf; 1E€ G， 则 有 

一 【pi 一] 
一 如 4 人 piy 

因此 pr 一 pf(i 二 1，2,…-，+)，。 又 因为 显然 有 P 了 一 B(p，p， 
+ 有 是 对 一 茹 5 1EG， 及 一 点， 这 就 证 明了 G 是 交换 
群 ， 又 因为 办 一 六 人)tp 玫 一 1 2 ， 于 是 of 一 pi, 这 就 
推出 对 于 s€E 8 有 站 二 1, 因此 6G 的 指数 是 ;的 因子 。 又 因 2 三 
及， 所 以 Pi 多 是 库 默 汞 mm 扩张 ， 利 下 要 证 明 , 若 N(P》 加 (8) 
所 定义 , 则 N(P) 一 NN， 因为 p? = oi€ 加 pi MLP), 由 (7) 定 
义 ， 由 于 P 一 Blpi,**'* ,Pp), 定理 7 小 朋 陪 集 p;@* 生成 MCP)J 
5*+。 应 用 MC(P)Y/@* 和 N(P)/B*” 的 同 构 ， 就 知道 w@B*" 生 
成 N(P)/@*m， 另 一 方面 ,我 们 知道 陪 集 mwg*” 生 成 入 /8**。 这 
就 准 出 N(P} 一 NN 

现在 考 夸 两 个 库 默 尔 mm; 扩张 PijBG 一 1,，2, ml|m}， 从 
MP 和 N(P;) 的 定义 , 显然 可 知 ， 如 时 Pj@ 宕 正 / 盏 ， 则 囊 * 
的 子 群 NTCPH 和 N(P,) 重合 ， 反之 ， 假若 N(P,) 一 MP) ， 我 
们 已 看 到 ,如 时 my @ 5 是 NtP) 的 元 , 使 陪 集 ai@*” 生 
成 NCPD) jE**， 则 Pi 是 fx) 一 (一 的 (一 呈 (x 0) 
在 四 上 的 分 异域 。 由 分 异域 的 唯一 性 得 到 ， 当 (PN 一 N(P;) 
碟 ， 忆 /中空 Pf/ 加， 以 下 考察 含 于 基 一 扩张 域 98/ 名 (例如 $4.1 巧 
义 下 多 的 已 数 闭 包 ) 中 的 库 默 尔 tw! 扩张 Pi，m'jm, 已 经 知道 ， 
如 果 Pi/@ 是 扩张 之 一 ; 划 Pi 一 BCMLPi))， 因 此 ,显然 有 , P, 汪 
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PP 当 且 仅 当 MP 对 (P， 同 祥 显 然 有 MP 二 MP ) 当 且 
仅 当 N(PD) 过 N(P,); 于 是 PP 当 且 仪 当 MPDRN(P。 显 
然 ， 我 们 借助 Pp* 中 满足 N89*” 及 NA78" ”有 限 这 两 个 条 件 的 
于 群 W， 对 库 默 名 扩张 P1@ 的 内 部 性 质 给 出 了 令 人 满意 的 描 
述 ， 


习 题 24 


1 证明; 有 理 数 域 夏 无 限 多 个 不 同 物 的 二 次 扩张 

2. 设 亚 包含 六 个 不 同 的 产 次 单位 根 ，P1 且 是 下 上 的 各 约 疆 环 扩 张 ， Pj/ 呈 的 向 罗 
瓦 尾 的 生成 元 为 ?。 证 明了 了 == Cp) 其 中 pw 一 直人 业 ，0 一 5 是 下 次 本 原单 
位 根 ， 闪 证 朋 :， 加 果 T EP 满足 0m€, 则 二 Bt, 用 . 

3.《( 阿 东信 特 《jbert)) 设 P 是 下 上 n 二 下 扒 苗 环 ( 扩 张 )， 其 中 是 素数 市 
且 忠 舍 包 了 个 不 同 的 上 次 单位 根 。 令 : 是 Pl 多 的 伽 罗 瓦 群 6 的 生成 元 ; 所 是 由 二 
(一 站 生成 的 二 之 上 阶 子 群 , 关 是 下 不 变 元 的 子 起 ,于 是 Ej 多 是 PI 中 唯一 
的 户 维 了 域 ， 由 第 2 是, 了 = ECP), 此 处 六 一 mEB Pi 一 5pi 二 是 7 次 本 苦 单 
位 恨 。 证 明 4 一 Bp*， B68B，1 有 <1， 并 证 朋 P 一 ypim 一 ,其 中 YEBRs 区 
而 三 1(mod 站 ,让 一 1]， 再 证 明 Nge( 站 二 5 oa 二, 

4 ( 阿 条 伯 特 ? 设 亚 有 工 个 不 同 的 了 次 单位 根 ， 上 是 索 数 ，E/ 外 是 重 上 网 一 六 
维特 环 扩张 ，e>> 1， 候 设 殖 含 元 自 鸽 NgleCB) 一 二 是 上 次 本 原单 位 根 ， 证 明 存 在 a 
< 天使 exe 一 有 其 中 是 了 78 的 苏 罗 瓦 群 的 生成 元 。 证明 a 不 是 B 中 的 一 个 } 
次 痢 , 于 是 当 了 一 RD)，p= ax 时 ,有 [P:R] = 1 再 下 了 是 甸 上 4 维 疾 环 扩 张 . 

5， 由 第 3 题 和 第 4 题 可 推 得 以 下 结果 : 如 果 中 包 售 了 工 个 下 同 的 上 次 单位 报 ,1 是 
论 数 ,Ri 多 是 11 维 逢 环 扩 张 , 则 到 更 能 向 人 一 个 5++ 维 竹 环 扩张 Pj 多 中 当 且 
仅 当 7 次 本 原单 位 根 专 是 吾 的 一 个 元 豆 的 范 数 。 由 此 证 组 ,如 果 虽 的 特征 冯 2, 二 次 扩 
张 二 te} (C8! 一 了 囊 ) 能 知人 名 的 二 次 循环 扩张 当 且 仅 当 y 是 由 的 两 个 元 之 平 
方 和 特别 地 如果 Rs 是 有 理 数 起 , 则 上 蓝 二 次 扩张 Bolt》 不 能 灌 人 四 次 循环 扩张 中 ， 
其 中 下 一 PCD 1+€ BR,, 

5,《 轨 特 ]) 令 了 是 局 上 的 卢 视 单位 很 的 域 , 户 是 形 如 4 十 上 约束 数 , 证 明和 包含 
一 个 卖 二 次 子 域 ， 

7， 上 般若 自 包 含 四 个 不同 的 4 次 单位 根 . 证 时 任何 二 次 扩张 Ej 甸 能 嵌 人 四 次 儿 
环 扩张 bj 宇 中 ， 


4. 维特 (Witt) 向 量 ”我们 曾经 定义 特征 了 了 关 0 的 域 由 的 阿 
轴 尔 ?扩张 是 中 的 产 维 阿 员 尔 扩张 。 了 维和 产 维 循环 ?扩张 首 
先是 阿 廷 积 施 莱 尔 在 与 实 域 有 关 的 一 个 问题 上 巡 到 的 (参看 $6.9)， 
阿尔 但 特 准 广 了 化 们 的 和 构造， 给 出 了 一 个 产 维 循 环 如 扩张 的 归纳 
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多 造 . 稍 后 ,维特 给 出 一 -个 直接 构造 ,并 按照 刚刚 讨论 过 的 库 轨 尔 扩 
张 理论 的 线索 ,给 出 了 阿 册 尔 了 扩张 的 概述 .维特 的 方法 建 基于 一 
个 确定 在 兰 秆 为 了 的 给 定 城 上 向 蛋 环 的 巧妙 定义 之 上 ， 这 个 构造 
在 其 它 方面 (例如 轿 伪 论 ) 亦 有 重要 应 用 .现存 区 论述 其 一 般 形式 . 
首先 以 有 理 数 天 Re 上 的 来 定 元 #7, 3 a4tis1， 丰 一 0 1， 
一 站 的 客 项 式 环 于 一 Rofrs 入 ;54] 开始 . 令 XW 是 
元 组 bao at yao 集美， 直入 议 月 分 时 定义 其 相生、 
如 法 与 乘法 : 设 4 一 (40)***， mi)y DO = (bys mt), El 
的 和 与 积 记 作 a 外 5 ，4O8， 那么 ，# 国 5 一 (a 十 可 :am 全 
m1)s a0b 一 (aobo» "ys dm-ibm-l), 令 ? 是 一 个 恒定 的 素数 ,以 
上 暴 按 下 面 规则 定义 半 的 胺 射 p: 如 果 2 一 {eo at an 划 
a9 a 上 于 处 
(11) a = a TF paf” TF + pra, 
(y= 0,1,r,m— 1)., 
于 是 a 一 8， 一 十 Pa 我 们 又 引 人 了 映射 P:o 一 
11) 给 | 
(12) a a a = (a + Paly 2 1). 
其 次 , 令 4 一 (a9 ，a -a9) 是 任意 元 素 , 定 义 一 个 股 身 
pj 此 人 外 


fg 一 9 人 
1 相 p—1 
(3) be pe) 
(v2 1). 


直接 验算 可 得 o% 一 ad 二 4， 这 就 证 明了 PP 是 以 更 为 道 的 
双 射 ， 
现在 用 饼 射 中 和 二 qq 定义 关 m 的 一 个 新 的 加 法 合成 和 
乘法 全 成 ,分 别 定义 
at+ b= (arDer)r ， 
(14) ab = (Carbr)e 
这 些 担 供 了 关 ” 的 另 一 个 环 结构 ( 卷 1, 中 详 本 p.68， 习 题 的 第 
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6 是 )， 将 新 的 环 记 作 2X， 则 天 和 | 天” 作为 舍 合 是 相同 的 ,sc 一 
xz 是 天 到 天 mm 上 的 一 个 同 构 ,因此 关 。 和 天? 一 样 是 变换 环 。 

现在 孝 查 关于 “一般 "| 自 量 * 一 (ro 和 xm- 和 和 9 一 (yo， 
yo 的 十 9 x7 和 x 一 ?的 公式 ,其 中 zj, 扣 是 未 定 
苑 ， 饮 如 有 


(人 十 ?0 一 知 十 加 

1 Ab ,ps 

(十 条 一 为 十 入 一 p 5 (# jsf 
Es 


(jg 一 xopos (x7)) 一 xhyi + x + prys, 

一 般 地 ,如 果 用 。 表 示 合 成 十 ,， ,一 中 的 任意 一 种 ,显然 从 定义 得 
到 xoy 的 第 vz 个 分 量 (x0), 是 加， 加 ， 各 ， 思 ，，**，4p) 的 有 
理 系数 多 项 式 ， 也 容易 看 出 
《15》 rts foros poss Kyls Yet) 
此 处 坊 是 所 指定 的 未 定 元 的 多 项 式 。 我 们 将 要 建立 的 基本 结果 是 
《roy]， 为 ms yo ro 的 整 系数 多 项 式 。 

在 整个 讨论 中 ,如 果 a 一 【wo ay am。， 则 记 

gr 一 【am at amrD] 

等 等 。 令 Tt 和] 是 my xm- yw- 的 系数 在 整数 环 
I 内 的 多 项 式 环 。 若 上 是 非 负 整数 ， 则 我 们 用 【〈z) 表示 理想 
PrILzes Yi， 如果 < 一 (名 ) 就 写成 三 ad{P*) 则 有 

引 理 1 令 jg 守 1, 0 一 11, a= (4a), 5 = (6,), 
OSpEm Oo 1, a dy Eryi], Dato (a®), rT (82), 


则 阅 余 式 组 

(16) gs = bP), OE 9 ER 
等 价 于 

(17) a 二 六 本 0 y 所 上 . 


证 。 我 们 有 a 一 go， 6 一刀 ， 所 以 当 昌 二 0 时 结果 是 显 
然 的 ， 对 饶 作 妇 纳 米 证 明 ， 假设 上 二 vy 志 半 一 1 时 , (16) 和 (17) 
同时 成 立 。 在 这 些 茶 件 下 证 有 明 ex 一 BCp*) 当 且 仅 当 


本 三 bapert), 
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显然 二 Bi(P*) 当 且 仅 当 Pt 二 PP 的 六 人， 因 天 利用 《12)， 
只 要 在 归纳 假设 下 证 明 (a?) 二 (2) 全 人 即 可 ， 我 们 有 


“0D 和 用 (? )=0(p), (1 <i<p— 


1)， 得 到 af 干 (pt 站， (0 之 jp 志 记 一 1}， 焰 关于 外 的 归纳 假 
设 用 于 sf 与 站 得 出 (a9) 二 (OPCBt 这 就 是 所 要 

现在 我 们 可 以 证 明基 本 的 

定理 9， 如 果 roy 表示 > 十?。，xy 或 一 y， 则 (zxo), 是 
zt os 7 X59 3 的 整 系数 多 项 式 。 

证 因为 《xoy), 是 zs 各，…，。，xa?。， 的 有 理 系数 多 项 式 , 只 
要 证 上 明 (zey)。E [xs %] 就 行 了 ，(xoy)oE 后 4 各 ] 是 显然 的 ， 
假设 对 9 所 记 2 一 1，(xoy)4E TExis 训 ]， 出 (12) 得 到 
(18) Prlroy)y 一 【to — (xoy) YD?, 


而 且 (xy) 一 xm 士 ye 1[xy, 力 ]， 出 归纳 假设 推出 
(C(xo Toy €E 了 [ts yi], 
因此 上 让 《18)， 只 要 证 明 (xoy) ”二 ((xo8)9”?(p")。 由 (12) 有 
of = (Cx) Dp), 人 Ee (Cy) Op), 氏 此 
(19) (xoy)'? -一 x 十 ye 二 Cre) 十 (Po 
-一 (rroyr ) np7), 

我 们 假设 (roy Elz, yi]， 人 0 皇上 二 5 一 1。 对 任何 整 系数 多 
项 式 有 zo yo) 宇 天 区 天 用 巩 。 于 是 

《zey 关 二 【xf 。，0 安 太 之 ?一 1 
因此 由 引 理 1 得 到 
(20) (so) (sroy) oH (po). 
由 《19) 和 《20) 《za 二 (Oxo9) 的。 证 毕 。 

为 了 方 使 起 见 , 将 已 经 得 到 的 结果 罗列 于 后 : 
{x 十 ys sos yo yx E Txs, ys 


(21) 《xy 一 mx Por “3 Toys ys) € Txi, 4 了] ， 
”125 。 


(r 一 y)» = da,{ xo, Vos * "sy Ty yp) E 了 [zs ], 
我 们 还 注 辣 到, (0,…,0) 和 (1,…，1) 是 关 ” 的 零 元 和 恒 等 元 ， 
(0 OF = (00 0 1,0, ,07 = (1, ,1), 则 
《0 0 TCDD0 0) 是 天 的 零 元 和 已 等 元 。 令 3 是 Re 上 
半 到 目 身 内 的 代数 同 态 , 假 讽 mr 一 gr 久 一 如 0 大 4 实 六 一 1， 
| (Cx) 一 他 (人 (Cy) = pb, 《fx 十 7)" 一 a 十 pb, 
{tx 二 7) Ca 二 b),, 

因此 ,由 (21) 得 到 : (a 十 2), = 5S,(aos Bos :dy by)s 类 似 的 
公式 对 (a5), 和 (4 一 5) 也 上 成立， 因为 存在 R 二 关 的 同 态 ? 
使 芒 和 ys 是 半 的 任意 元 ， 所 以 这 些 公式 于 一 团 4,5 EX 都 成 
立 ， 显然 ,由 这 些 公式 推出 加 困 加 是 R[x yi， z4] 的 任 一 于 环 ， 
则 满足 5,€ 3 的 向 量 (2 六， bm-1】 的 集 各 是 的 子 环 ， 
尤其 是 ,对 加 一 各 到 Txws yy 5s] 和 加 一 各 二 IT[zxiy 当 ] 的 情 
形 是 成 立 的 . 

现在 来 定义 维特 向 量 环 吕 ,(3)， 这 里 半 是 了 个 元 的 域 1p 上 
的 交换 代数 。 ”是 上 面 用 过 的 素数 。 亚 ,.(90 的 元 是 “向 量 ”(m， 
ai lm- 这 里 a,€ MH， 相等 是 按 通 常 方 法 定义 的 。 和 如果 
4 术 在 (1) 
中 加 法 和 和 法 可 定义 为 
(22) {a tt Bb) = (a, bos: s ys bo) 

Cab ), 一 mo tos Bay" dy Bb,), 

这 里 ,a 十 B= ((a 二 Bs (a 二 bm), ab = (tab)o,**, 
{ab)m-1)。 如 果 天 x yo，'"*) 是 整 系 数 多 项 式 , 则 Hao, a … 
是 于 的 元 ， 它 是 将 大 sz yo， ') 的 稿 系数 以 其 在 7 中 的 陪 集 代 
蔡 , xi 用 et 用 包 代 替 (0 委 + 委 和 一 1) 而 得 到 。 这 些 替 换 
相当 于 运用 i[zx;, 六 ] 到 下 内 的 同 态 : zs 一 #2 一 # 十 (p),nt1， 
ry As ya 下 

今 设 e 一 《ap 有 一 (加 二 (cp) 是 下 (30 的 任意 三 个 
元 ;我 们 有 IT[xis yi, st] 到 9 内 的 同 态 , 使 xn 二 nl， Yo 一 
zz jp 一 加 2 考察 问 《v0 ws tm-1) 作成 的 各 


人 


的 子 环 8%, 其 中 wy€ [zi 5; 四 ]， 已 知 当 二 (1 Zn) 
3 BH, {wT = (00 0 2 ys 和 ts 一 mol ps to 
0 于 是 映射 【mo mw) 一 【3 mi 是 
S。 到 代数 《 熙 =-(90。 廿 ， ) 内 的 同 态 ， 此 处 十 由 (22) 所 定 
兴 。 注意 这 个 同 态 映 z 为 ae, 7 为 pz 为 *。 还 要 注意 当 mk 
{a 时 , 任 一 个 wr 一 (wy) 都 在 S$。 到 对 内 的 同 态 核 中 ， 
- 现在 可 以 证 明 

定理 10. 外 (30 是 一 个 安 换 环 ， 

证 令 a (ap 一 (6 ce 一 (ce 是 亚 ,(90 的 任意 
三 个 元 ,刚才 已 经 看 到 ， 有 3 到 儿 。(90 内 的 同 态 使 x* 一 (x,) 一 
4 ec， 故 3, 中 结合 律 、 交 换 律 及 加 法 
与 乘法 的 分 配 律 给 出 了 元 素 a, 5 c 闻 的 河 样 规则 (例如 (abe 二 
atBbr)), 在 这 个 同 态 下 , 0 二 《0,…:,0) 和 1 一 (1,0,-…,0) 的 象 
是 0 二 (0,……,0 门 和 1 三 (1,0,.…,0), 而 且 由 关系 式 x 十 0 一 z， 
x1 一 x 给 出 中 (DD 中欧 关系 式 4 二 0 一 ay cl 一 zz， 如 果 把 一 zx 在 
同志 下 的 象 记 为 a, 刚 a 十 a 一 0. 因为 a, 5e 是 名 sa 中 
的 任意 元 ,所 以 这 些 注 记 表明 区 (3D 是 以 0 一 (0 0) 和 1 一 
(1,0,--*,0) 为 零 元 与 单位 元 的 交换 环 ， 


和 


出 ,因为 ?一 (9) 是 区 到 节 w(3D 上 的 同 构 , 所 以 名 (9 可 以 
和 所 本 身 等 闻 . 

现在 讽 包 是 五 上 型 的 子 代数 ,并 作 色 上 的 维特 向 旺 环 中 (90)， 
记 然 。 陕 一 (5 一 是 如 (8) 到 中 (30 内 的 辕 构 。 用 这 种 
方式 可 将 路 (B83) 和 踪 。,( 包 ) 中 由 维 畦 向 量 尼 总 < 色 ) 作成 的 子 
环 等 同 ， 特 别 ， 若 取 更 一 1,， 我 们 就 得 到 分 量 在 Tp 中 的 向 量 作 
成 的 子 环 名 m(1p)， 这 个 子 环 显然 是 由 加 个 元 素 组 成 的 ， 

我 们 定义 中。( 吕 】 到 其 自身 的 映射 P: 对 a 二 (ao, es ，……， 
sm- 27 二 《0 -应 注意 到 ,如 果 

fxos yo "YE Thx yi], 

则 faos G07 二 6 站， *)， 由 此 以 及 路 (A) 的 加 法 、 
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乘法 定义 可 推出 
(23) (a toP = a tr; (ab) = ar, 
称 了 为 是。(a0 的 茹 罗 风 尼 鸟 斯 目 同 态 . 我 们 引入 串 .{3 到 
时 waD 内 的 限制 映射 R: C00 9m 一 (4 1， am-1】 和 和 
8m 到 吕 a(3D 的 殉 位 映射 《mm am- — (0, ao, 
… 4am-2]。 立 如 可 知 及 是 一 个 和 环 同 态 ， 而 县 我 们 将 看 到 了 是 
Ww.(A) 的 加 法 群 到 外 (20 的 册 法 群 内 的 同 态 。 我 们 有 
《es CD 一 (0, fos** "> am-3) 
= { a0, "ys En De 
显然 在 中 (9 中 PV 一 TP，RP 一 PR，(FR) = 0 成 立 ， 
我 们 证 明 以 下 重 训 的 结论 : 
引 型 2 维特 环 中 的 以 下 关系 成 立 : 


(24) 站 一 [IT+1+ -十 11 
(25) (Cat =a ta. 

(26) p= (a0s)”, a € WU) bE WlAU), 
{27) ze 一 ea, 


证 ”考虑 Xi1， 革 mw， 半 w+1 中 分 量 在 了 [xy 为 。，s4] 内 的 元 索 
的 子 环 3%，Sm，3m4， 和 维特 环 一 样 定义 它们 的 映射 有 和 ， 
映射 了 的 定义 仍 如 前 述 . 考 骞 了 的 元 1 一 (1,0,.…, 中 , 令 p 一 
p1，l? 一 (1., 1，1) 而 量 


一 一 

19 纠 17 币 :… 思 1 一 {P,:.:, by, 
因此 p 站 一 了, 了 和 by 所 一 1， 男 一 方面 , 1 一 [0,1,0,.……， 
们 ， 由 的 定义 给 出 (1 了)? 一 0 (=? 1 vm 一 1， 
于 是 有 (1) 中 二 p30P 1D),， 0 所 YY 所 四 一 1， 由 引 理 1 这 就 
推出 《1 = p.(p)}。 我 们 已 经 看 到 有 一 个 3 到 中,(A) 的 同 
态 使 得 每 个 六 一 (os ) 在 核 内 ,这 里 m,《€ {p)， 将 这 些 用 到 1* 和 
疡 上 ,再 利用 前 而 分 量 的 关系 ,就 在 中 va) 中 得 到 (24}。 其 次 ， 
对 x ro) Ed 3 有 x 一 
(05 ts 0 于 是 由 (11) 得 
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CM prb™ + pt + et Pits 
1 之 生 和 施 ; 
因此 
(28) (A) =pr 1 
因为 (x 十 全) 一 Cy + Y= 
90, 则 (Ctx 二 二) 0 因此 (x 十 
3 一 x 二 六 在 So 中 威 立 ,如果 把 Txi; 方 ; x4] 到 外 内 同 
态 : nn 一 RF 二 十 (ps Ya 在 
和 x 十 y” 的 分 量 上 , 则 得 到 (25) 对 4a, 5 Bl3) 是 成 立 的 ， 
为 了 证 明 (26), 我 们 先 证 明 
{29) C(x), = (rp DESL Sm, 
和 如果 x 二 C03 XR) ES = Ft) € Dat 
(rr Y 是 未 定 泡 )。 令 一 (wy 和 wn) (XR)Y = (fo, 
105 twm)。 我 们 必须 证 明 ww 一 1,(p),， 0 所 zz 安吉， 由 引 理 1， 
这 等 价 于 of 二 (pt。 因 为 oz 一 0 一 各 所 以 该 式 当 > 一 
0 时 成 立 、 对 于 > 兰 1, 由 (28), 我 们 有 oo 一 pz yt 一 
Px 6 因为 Y 一 (9 十 加 ys 这 就 给 出 了 同 余 式 
on 一 pr 于 pr -DyP YD 
Prd ye ss (pet+i 
因此 (2 外) 成立, 施行 一 适当 的 到 外 内 的 同 态 ,得 到 {25)， 如 果 将 
及 施行 于 (26) 的 两 边 ,得 到 er "Br 一 {a6R)" 令 4 二 1， 
br = ct WM, (A), 

则 le 二 eR 由 (2 和)，1* 一 六 这 就 给 出 pe 一 ce?R， 由 于 
一 纺 是 取 自 站 wa 的 任意 元 , 这 等 价 于 (27)， 

下 面 给 出 我 们 需要 的 8,(A) 的 基本 性 质 ,首先 证 朋 

定理 11， 沾 。(%0 是 特征 为 如 的 环 。 

证 “只 要 证 明 在 下 -fa 的 加 鞭 群 中 , 1 的 阶 为 如 即 可 ， 已 
经 看 到 ?1 一 12 一 (0, 1,0,……。， 0)， 重 复 使 用 (27) 得 到 

Fl = (C0, 0,1,0,..…) 

等 等 ,这 表明 2”11 一 (0,…,0,1) 天 0, 但 p"1 一 0, 这 就 是 所 
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我 们 巴 经 知道 ,如 果 和 下 是 所 的 子 代数 , 那 末 可 以 抬 好 。( 公 ) 看 
作 吕 。(30) 的 子 环 。 特别 当 名 一 下 时 岂 成 立 ; 于 是 2 二 Ww(IP) 
是 分 县 属于 域 [的 向 革 集 , 从 而 ZZ 中 元 素 个 数 是 p*， 田 一 方面 ， 
定理 11 表 朋 路 。(39 有 了 "个 形 为 太太 为 整数 ) 的 不 同 元 ,而 且 
部 属于 ZzZ， 因 此 显然 Z 怡 是 跑 w( 六 ) 中 单位 元 的 整数 倍 的 集 ， 盈 
湾 地 ，Z 同 构 于 模 fp” 的 剩余 类 环 Tp”)。 必 下 结果 从 一 个 角度 
研究 了 路 w(t) 的 结构 

定理 12.。 页 射 a= (aoy 4m-1) 一 0 是 中 (A) 到 
xf 上 的 同 态 , 核 甩 是 一 个 宕 零 理 想 。 

证 我 们 已 知 R 是 多) 到 如 wi( 了 0 上 的 同 态 ， 重 复 这 
一 步 雁 表明 Rr 是 外 (0 到 中 (90 一 民 上 的 同 态 。 显然 
R” ”就 是 定理 所 指 的 映射 , 同 坊 核 是 形 为 (0, a ea， ,4m-1) 
的 元 所 成 的 理想 针 。 因 此 所 一 Ws ("将 只 作用 于 (26) 的 两 
边 ， 得 到 sp8 一 (a57R)"*。 因为 部 可 以 取 自 如 (DD 的 任意 元 
<， 这 就 给 出 中 v(9f) 中 的 关系 式 ee 一 (4c?)*， 然 后 

qrRerk 一 {ger FTR -一 {aPe? A? [3 EB (AY TR 
因此 守 一 (WW.(9D™7SNT， 假 设 对 茶 些 太守?,， 有 
MSRMTRET TC RE 
则 当 4 二 a EER，bE 9 时 ,由 于 5 ER 一 B,DY24, 窗 
有 5 一 eR， cE Ws(A)， 因 此 245 一 rRewR* E gra*7! 于 是 
RCIY0 "但 是 是 时 “ce 如 (0 ， 则 
RCR 更 一 【8PFRCCA tT yr € (9tgtymt JPFRC (MTOR HR DI ， 
所 以 MN CR, 于 是 ACER 这 就 证 明了 对 一 切 
《2 2， 有 WC 成立 。 又 因为 和 一 串 w(9D"* 和 
Bm = 0, 


所 以 9 一 0 

推论 ”元 一 (my as) 是 人 un(a) 的 单位 当 且 仅 
当 四 是 所 的 单位 ， 

证 这 基 定 理 12 的 结果 ， 应 注意 的 是 如 果 办 是 环 六 的 霸 
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等 理想 ， 则 ef 品 是 口 中 的 单位 当 且 仅 当 陪 集 4 十 轩 是 避 / 
完 的 单位 ， 我 们 将 证 明 留 作 习 题 ， 

5. 阿 贝尔 户 扩 张 ”首先 简要 地 考 赛 一 下 特征 乡 过 和 的 域 有 的 
其 烟 罗 瓦 样 6 的 指数 为 ?的 域 出 的 交 挽 扩张 是 有 益 的 《参考 本 着 
5$ 2.3 习题 中 的 第 3，4 两 题 )， 在 这 种 情况 下 , 令 Z 是 由 名 的 元 1 
生成 的 加 法 循环 群 ， 考 忠 特 征 标 群 Hom(G, Z)， 些 处 6 是 限定 
类 型 的 扩张 了 的 匣 罗 瓦 群 ， 元 XE Hom(G, Z)》 是 G 到 Z 内 满足 

Xr) = Xe) 十 的 
的 上 爱 射 。 因 为 X(:) € ZE 它 也 可 以 写成 Xs) 二 X(5) 十 XD) 
的 形式 ,因而 我 们 得 到 一 个 与 诺 特 方程 类 似 的 加 法 例子 ,根据 定理 
124， 存 在 PE 了 使 X(s) 一 p' 一 p。 又 羽 为 XEZ，XC 一 
Xf)， 所 以 【一 pp 一 天 一 p。 这 就 给 出 方程 
(及 一 pi 一 六 一 pr 
所 以 p? 一 pp 一 aE 加， 友之 : 令 p 是 P 中 满足 咱 一 p 一 ceg 的 
任意 元 ;而且 定 尽 X(:) 一 p* 一 p， 则 
XO XO = pp pp) (0, 

所 以 X{s)? 一 X(r)， 这 就 推 巴 Xls) 在 素 域 中 ,所 以 X(tr) 《2Z, 又 
因 KX) 一 pr 一 p=(p p+ (pp)= (pp) + (op— 
Pp) 二 X09) 十 XD); 故 XEHomntG 2Zz)， 下 面 仿 限 库 默 尔 理 论 的 
格式 , 考虑 了 中 满足 p? 一 pt 加 的 元 P 所 成 子 集 35(P}, 这 是 加 
法 群 (P, 十 》 中 包含 (名, 十】 的 子 群 ,而 且 有 5S(P) 到 Hom(6， 
Z) 上 的 映射 p 一 %。 此 处 ts) 一 p' 一 p。 因 为 Z 是 加 法 群 ,所 
以 Hom{G，Z) 的 合成 是 (你 十 由)() 一) 十 由 (s)， 而 且 ; 如 
果 ps oeS(P), 则 Xe = tp to —(p + oY ) Th); 
因此 pe 一 为 是 S(P) 到 Hom(G, XY》 上 的 一 个 同 配 ,显然 这 
个 同 访 核 是 名 , 所 以 5S(P)/B 实 Hom(6, 2)G. 

下 一 步 讨 论 自 中 形 为 p? 一 plp& 5(P)) 的 元 所 成 子 集 8(P)， 
这 是 加 法 群 (名, 十 ) 的 子 群 , 旦 包含 形 为 ow? 一 ala 全) 的 元 所 
成 子 群 。 容易 告 出 80(P》 美 于 后 一 子 群 的 商 群 同 构 于 S(tP)/D， 
所 以 也 同 攀 于 Hom(G, 2Z) 和 GG， 可 以 证 明 ，( 旬 , 十】 的 任何 于 
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群 ， 如 果 合 元 of 一 alg 对 ) 所 成 子 群 旦 关于 这 个 子 群 的 商 群 有 
强 , 则 这 笠 的 子 群 就 是 阿 风 名 丘 芳 张 的 群 9Q(P), 此 扩张 的 斯 罗 吏 
胖 的 措 数 三 fp， 和 群 8 给 出 这 些 扩张 的 概 谣 ,就 如 N(P)》 给 出 了 诬 
默 公 扩张 的 概 放 一 样 。 这 里 我 们 将 不 纠缠 在 细节 问题 上 ,而 来 处 
迎 任 意 ? 扩 张 的 一 般 情 形 ， 这 时 的 意图 是 从 给 定 扩张 了 上 能 维特 
向 是 环 名 (了 P) 着手, 此 处 出 关 e 归 的 指数 为 产 。 由 1 生成 的 
BP) 的 加 法 群 的 子 群 Z 是 加 阶 循环 群 ; 因此 Hom(G，2) 是 
G 的 特征 标 群 ， 首 鞠 , 我 们 必须 把 定理 1.20 推 广 到 维特 向 量 环 , 现 
在 着 手 导 出 这 个 结果 。 

设 P 是 特征 ?天 0 的 域 则 的 有 限 维 知 罗 瓦 扩 域 人情 罗 瓦 群 为 
6G, 令 于 mn(P) 是 P 上 长 度 w 宇 1 的 维特 向 量 环 .已 经 看 到 ,可 以 把 
Bw() 和 如 wn(P) 中 的 向 量 8 = (后, Pi) 所 成 子 集 
等 同 起 来 ,此 处 启 < 贡 。 如果 pp 一 {ps pm ECP)Jar6 
我 们 定义 p' 二 (pb, 所 -1)， 显然 p 一 pr' 是 节 s(P) 的 一 个 
自 同 构 ， 这 些 自 同 构 的 集群 后 构 于 G、 把 这 个 群 也 记 作 G， 显 然 
P' 一 pp 当 且 仅 当 二 pj， 0< 委 2 扫 由 一 1， 因 此 是 有) 可 以 
出 环 炙 wP) 的 号 不 变 子 环 来 刻 划 ， 

如 果 p€ Bn(P)， 我 们 定义 它 的 迹 为 


T(p)— >，pr， 


显然 Ttp)' 一 Ttp},s EG, 于 是 T(p) EE 8,( 玫 )。 如 果 p 一 (pos 
Po， pr 则 了 工 (o) 的 第 一 个 分 量 是 Tepe)【 迹 在 盏 上 的 P 
中 ) 因 为 在 名 (FP) 中 求 和 时 ,第 1 个 分 量 是 相 加 的 ,我 们 已 知 自 
同 构 st CG 在 中 是 了 无 关 的 , 则 可 推出 存在 mwEP 使 
T(p) A 

如 果 po 按 这 个 方法 选取 , 且 p = 《pos*……')， 则 

T(p) = (T(p), +) 
有 非 零 的 第 一 个 分 量 。 于 是 从 定理 12 的 推论 中 得 到 T(p) 是 
Bs,{( 鲁 】 的 单位 ,因此 证 明了 以 下 结论 : 
引 型 1， 存在 pf 吧 wn(P); 使 加 wt 多 } 中 有 了 {o) 一 存在 ， 


sa 


出 此 证 明 以 下 关键 的 上 间 调 结 挫 。 

定理 13. 令 :一 荐 GG 到 名,(?P) 内 的 映射 ， 使 得 we 一 
由 十 记 ，。 5 1 则 存在 元 0€ 好 wt 了) 使 一 一 0 反之， 
邵 洒 gE 趾 ,(P)， 则 ps 一 of 一 g 满足 给 定 方程 . 

证 证明 方法 与 定理 1.20 所 处 理 的 徊 罗 瓦 扩 域 的 特殊 情形 
是 一 样 的 . 我们 选择 pf 口 ,(P) 使 Te) 存在 且 属 于 WV。( 人 $)， 


令 二 一 T(p)-: (有 me ) 则 


ki) 


-TO Leo 


—T(p) mT(p) 一 pg, 
因此 ,如 果 取 5 = 二 一 tr， 则 及 一 0 一 o、 这 就 是 所 需要 的 。 反 
之 ,如 果 取 襄 二 0 一 9， 这 盟 9 是 P 的 性 将 元 , 则 有 
Hw=o +o 0 = We 

我 们 知道 , 弗 地 由 尼 乌 斯 里 射 p 一望 一 (所 ;pf ，…ph) 是 
二 外 (PP)] 的 自 同 态 . 今 在 站 so(P) 市 引信 机 射 纠 ， 定义 为 
(30) PP) =op. . 
显然 书 是 路 ,tP) 的 加 甘 群 的 自 同 杰 (但 不 是 环 如,(p)》 的 自 同 
态 )。 于 的 核 是 满足 所 一 pt0 委 2 所 贡 一 1) 的 向 届 (py， pi， 
… po 的 集 . 显然 , 这 正好 是 分 量 p; 在 素 域 Bo( 衬 1p) 的 向 
量 沁 。 国 此 第 的 核 是 维特 向 时 (py, pe，……，pn- 的 集 ， 此 处 
PiE 已 经 看 到 (定理 11 后 面 )， 这 恰 愉 址 单位 元 1 的 整数 信 的 
集 Z, Z 在 加 法 下 是 站 阶 循环 莉 ， 

今 设 件 罗 杞 群 G 是 PF 阶 交换 群 ，m 闫 ,Pr 是 的 指数 。 令 
(31) SC(WAP)) = {pe WP) Pp) € WD)}, 
则 5 中 。,(P)) 是 加 潜 群 《中 。,{8), 十 ) 的 、 包 含 号 (8) 的 子 
群 。 如 果 p55( 吕 wm《P))， 屠 未 中 X(t) 二 p' 一 pg 定义 6G 的 有 歧 射 
No， 如果 Pp) 二 8 则 OG)? 于 pi 一 pi 一 p 一 pP 于 (pp 十 
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一 《Pp 十 ,因此 (Gs) 一 pp 一 p 一 Xl(?)， 这 就 推出 Xe 
2Z, 及 有 Xi ppp pp—e= (pp)+t+ 
《让 一 的 一 Xi 人) 十 XC。 因此 XE Hom(tG, 2), 然后 令 p,o ES 
(WP pT ESCWAP)), BXorets)—=(pt (pt 
一 (p 一 P 让 十 (一 0) 一 和 (5) 十 入 (sz)， 这 就 证 明了 映射 p 一 区。 
是 史 fu(P)) 到 Hom(tG、Z》 内 的 同 春 。 如 果 对 一 切 st€ 避 有 
XD) 一 0, 则 pr 一 p，s EG， 这 就 推 由 pp 加 8)， 央 此 

p> %, 

的 核 是 中,( 和 由) ， 最 后 ,这 个 网 态 是 满 射 。 令 YE Hom(G,，Z), 如 
XC) 二 C7) 十 XD。 因为 XC(r) EZ。， 歧 也 有 Xe) 一 X{n)' 十 
Xt 可是 由 定理 13, 存 在 p€ 吸 wtP) 使 X(s) = p' 一 p， 因 为 
XEZ XO) 一 Xs)， 这 识 给 向 《下 一 和 一 让 一 P 因此 
Bp) 一 下 一 pf 邓 o( 生 )， 于 是 pe 5S{ 串 ,A(P))。 现在 我 们 看 到 
5a(P)) 到 Hom{G,Z) 的 上 映 旭 pp 一 是 满 射 。 因为 核 是 
Ba( 吃 }， 我们 有 SS(B,(PD) /如 (HomtG，Z) 尘 G6， 这 就 证 
明了 和 定 坚 7 完全 类 似 的 下 述 定 理 的 前 两 个 命题 ; 

定理 14.。 令 外 是 特征 了 关 0 的 域 ，Pj$ 是 一 个 阿山 尔 请 扩 
张 ,其 匣 罗 瓦 群 G 的 指数 为 产 , 四。(P) 是 了 上 长 度 为 加 的 维特 向 
量 环 {mw 衬 2)。 5{ 品 ,(P)) 如 (31) 所 定义 , 则 存在 加 法 群 的 正 
合 序 列 

U 一 WB) SWBaAP)) = Hom(G, 2) —* 0, 

其 中 灵 w( 有 ) 的 同 态 是 包含 觅 射 ， 玉 吕 ,tP)) 到 Hom(G ,2Z) 内 
的 同 态 是 p 一 区，Xp() 一 pi' 一 p， 商 群 So(CP 让 75 人 有) 是 
有 限 的 ， 且 同 构 于 G， 域 Pj 鲁 由 向 积 p ES( 吕 (PP)) 的 分 量 生 
成 ,而 卫 

P= $lp ys pH po ss pr 3 Ps, pe) 
当 且 仅 当 陪 集 mo 十 咀 ,( 加 ) 生成 下 包 (PD))/ 站 (加) ， 其 中 

p= Cp, pr) 
最 后 一 个 命 明 的 证 明和 定理 7 的 相应 命题 一 样 ， 车 给 读者 详 
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二 而 按照 库 默 尔 弄 论 的 处 理 方 式 引 人 党 

(32) 0{W, (PY)) = {Pp) lp E SMW, (P))} 
一 WB) NN PB AP)), 
这 是 加 法 群 《名 。( 少 ), 十 ) 的 子 群 ， 而 县 包含 向 量 Pla) (at 
好 -有 ) 所 域 的 子 群 包 ( 串 。( 台 ))， 考 虚 5(95,(P)) 到 
QCAP)) /PD SD)) 
上 的 同 态 
p> Pp) 十 PWD)). 

一 个 元 * 属于 这 一 同 态 核 当 县 仅 当 lp) 一 种 (ec ，w6 86( 作 )， 
这 又 等 价 于 tp 一 避 一 0, 即 p 一 a EZ。 所 以 同 态 核 显 然 是 
Ww( 人 名) ， 且 有 同 构 关系 
{33) OM PN/ PED DD) SWAP) /DD), 
由 此 推出 0( 吕 ,CP))/ 思 (6。(@)) 是 有 限 群 且 同 构 于 Hom{G, 2) 
和 C， 下 面 希望 证 明 ， 如 果 吕 是 串 %($) 的 任意 于 群 而 且 台 含有 
子 群 第 (名,。(8))， 其 指数 有 限 ， 则 对 上 的 阿 页 尔 p 扩 张 P 有 
9 一 0{W(P))。 为 此 ,我 们 需要 

引 理 2 令 一 {Bo ,Bm-!) 好 wn( 甸 )， 则 在 在 名 的 
有 限 维 可 分 扩 域 P, 使 P 了 一 中 (p) 三 Gl(p, py pn， 而 县 
下 wo(P) 的 元 p 一 《pos py pn 满足 节 (p) 一 有 

证 当 m 一 1 时 ,就 是 要 构造 一 个 由 方程 x 一 x 一 (8 € 出 ) 
的 根 P 生成 的 可 分 扩张 P 一 名 (p)。 因为 导数 (x? 一 + 一 站 "二 
一 !， 则 方程 有 不 同根 ,因此 任何 由 这 个 方程 的 一 个 根 生成 的 域 都 
江 足 条 件 ,现在 假设 已 经 构造 出 可 分 扩张 EE 一 (pos pw) 
使 外 2( 开 ) 的 向 量 o = 王 《poy '; pn) 满足 节 (o) 一 《Bo 
Bum-z)， 考虑 多 项 式 环 E[x] 和 维特 环 吕 ,(E[x])， 在 这 个 环 中 
取 身 量 ?一 (my pmss +)， 作 

BO = ph pes #0) 一 (pw 

WW Py) = CB, By, Ba HO2)), fz) € ELxr], 因此 (Po,P, 
二 【pp 下 
公式 (157 知 ， 
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{34) =f 二 rT? 

下 处 YE EE。 所 以 Kz) 一 科 一 一。 利用 导数 判断 表明 
f(x) — Pm 

有 不 同 的 根 ， 如 果 P 一 Bfpo-， 此 处 大 pn- 一 Bm 则 PP 是 

E 上 的 可 分 扩张 , 于 是 P 一 BCpo pm-1)， 在 旬 上 是 可 分 的 ， 

由 上 面 给 出 的 公式 、 显 然 p 王 (my po- 是 三 wn(P) 的 元 ， 

且 Pp) = 6, 

现在 可 以 证 明 

定理 15。 令 8 是 ( 嘲 。,(), 十 ) 的 包含 争 ( 吕 (人 8)) 的 子 
群 ,而 且 8/ 囊 !: 吕 (8B)) 是 有 限 的 ， 则 存在 名 的 阿 员 尔 ? 扩张 P， 
亿 其 盆 罗 瓦 群 的 指数 为 六 ，e 委 ,而且 和 四。(P)) = 9， 

证 令 B pp 是 如 的 元 , 使 陪 信 2? 和 ( 呈 (8)) 
生成 8/ 思 { 踪 ,( 玉 ))， 由 引 理 2, 可 以 构造 一 个 下 上 的 有 限 维 可 分 
扩张 域 P, 而 了 由 满足 凶 (p83 p20) 于 (80 P21) € 
下 (人 (P) 的 元 pl 生 i 所 +， 0 所 vz 所 雪 一 1) 生成 . 设 8 是 @ 
上 包含 P 的 有 限 维 伽 罗 瓦 扩张 减 , 作 加 (8)， 和 前 面 一 样 , 8/P 
和 的 人 徊 罗 瓦 群 局 作用 在 区 (9) 上 .如 旺 s€ Gp 二 (p 让 ,，''， 
P25)， 则 争 (p 中 ) 二 Pr? 给 出 有 (oo 一 8， 因此 

Pp 一 pe) 一 0， 
所 以 por 一 pne Zou(9)， 这 就 推出 P'SCP, se G， 于 是 了 
是 和 上 的 戎 罗 丽 扩张 . 因而 我 们 可 以 取 2 一 PP， 如 果 ? 上 是 在 外 
上 P 的 倍 罗 瓦 群 G 中, 则 px 一 pm 十 Yo 而且 p= (二 Ei 此 
村 Fn, Bn 忆 Tm), 因此 pr — lr) 二 十 BD 一 ps, 由 
此 推出 G 是 交换 的 ， 又 因 为 eg 一 om 十 7 中 ， 且 由 于 双 。(P) 
的 特征 为 2"， 获 en 一 p， 这 就 证 骨 了 s*” 二 1, 所 以 G 是 指 
数 为 产 的 站 阶 群 ，e 所 mw 令 各 是 由 p 人 ;各 (7) 三 一 p 决 
定 的 G 的 特征 标 。 那 未 显然 由 计 () 二 10 委 ! 安 7) 推出 一 1， 
于 是 % 生成 特征 标 群 Hom(G，Z)， 因 此 ,如 果 P 是 使 得 季 (p) & 
串 ,(D) 的 加 ,LP) 的 任意 元 , 则 = 二 IIXY?， 由 此 推出 
一 了 mp + pp, FEW (LD), 
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Pp) 一 Emp +t BA) EV, . 
夫 为 P 是 S(t 路 ,(P)) 的 任意 元 ， 这 就 证 明了 0( 串 ,(P)) 对 9. 
其 逆 命 题 是 灵 然 的 .证 毕 ， 
现在 得 到 的 结束 相当 于 地 默 尔 扩张 的 主要 结果 。 下 此 可 和 倚 
出 : 指数 为 pr(e 安 m) 的 徊 罗 下 群 的 商 个 阿 贝 尔 ? 扩 张 Pi/@， 
Pj@ 同 构 当 且 仅 当 8 中,(P1)) 一 903。,(PJ)) 《下 耐 习 串 中 的 
第 2 题 )。 茶 一 特定 的 域 9/ 稀 的 各 子 域 P18 间 的 次 序 和 加 法 群 
(区 (9)， 十 ) 的 各 子 群 9( 台 ,CP)) 间 的 次 序 保持 对 刘 关 系 ( 下 看 
习题 中 的 第 1 题 ), 现在 考虑 循环 扩张 的 特殊 情况 ; 由 我 们 的 结 
果 可 立即 得 到 名 上 维特 环 扩张 形 如 人 Btp), 其 中 pp 一 p 一 8 
,BB)， 即 了 关 a? 一 g，w 名。 现在 证 明 ， 如 困 台 上 存在 
这 和 样 的 扩张 ,这 等 价 于 条 件 鲁 关 第 (多)， 则 存在 名 上 加 维 循环 扩 
张 《 和 一 1,2,…)， 这 是 由 下 述 引 理 得 和 的 . 
引 理 3 如果 所 smi 加， 则 PE 审 (B) 当 且 仅 当 
如 一 (Po, B,,- "a 有 -由 
满足 p" 8 8 利 ( 呀 ,(@)). 
证 由 (27 加- 一 (0 0, Pi”),， 我们 有 
《0 D0, Po) — (0,07 0, PI) = (0.0, 0, Po) 
一 《0 0, Be) + (0,.. +, 0, Po) 
— {0,7 0, 88) t+ (C0, 0, 8 ) 
一 《0，……，0; 1”) EBB AP)), 
因此 所 二 (00,0, 88 ) E(B,( 罗 )) 当量 仅 当 (0,'……， 
0, 后) 审 (加,( 人 9))， 假若 后 一 条 件 成 立 , 即 
《0 0 PB) = er a, 
此 处 区 一 (oo em) 则 一 (0, 0 r=0, 
于 是 a* 二 af, 如 果 7 一 (eol ab op- 0)， 则 Y7 一 7 了, 所 
以 3 一 gc 一 7 满嘴 57 一 8 二 (0,…，',0,P)， 但 是 5 一 (0,…， 
0 551)， 这 就 推出 部- 一 3- 一 名 所 以 扇 E 季 (和 )。 反之 ， 
车 训 E 贡 (的 ， 即 员 一 对 -一 aoo 则 gr ma = (0, 0， 
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fo)， 此 处 #8 二 (0s 0 m1)。 

现在 可 以 证 朋 

定理 16。 令 中 是 特征 为 了 关 0 的 域 , 则 存在 B 上 p”(m 一 |， 
2，3,*"*) 维特 环 扩张 当 具 仅 当 存在 ? 维 循环 扩 张 。 与 此 相应 的 
条 件 是 多 包 (@)， | 

证 ”我们 忆 经 看 到 存在 中 上 维 循环 扩张 当 且 仅 当 

省 并 吊 ( 作 ). 

假设 该 条 件 成 立 , 选 择 BE, 但 PE 和 (8)， 令 关 一 ( 避 , 所 '*， 
pe- Biti 0) 是 下 的 任意 元 ,我 们 已 经 证 明 p” 闷 字 ( 加 )， 这 
就 推出 于。(9) 的 子 群 台 由 请 生成 , 且 好 (中 (9)) 是 如 阶 特 
环 群 。 由 定理 15, 对 一 个 网 贝 尔 疡 扩张 了 , 有 日 王 9(P)}。 查 已 
知 PjB 的 优 罗 瓦 群 同 构 于 8/ 凶 ( 踪 ,($)), 所 以 这 是 玫 上 p"” 维 
福 环 扩张 。 
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1]， 令 Ps ?， 是 含 于 同一 墩 咏 内 的 鱼 的 两 个 阿 贝尔 关 扩张 .证明 P, 沪 P， 当 且 芍 
当 (名 (P200 吊 -PD)》， 比 处 mm 宕 6j，P" 是 也 /各 的 徊 田 豆 群 的 指数 - 

2 令 卫 与 m 各 第 1 是; 但 不 假定 Pi 含 于 同一 生肉, 证 明 务 上 的 P， 与 p, 同 询 当 
且 公 当 OB PD) = OG,(P)). 

5. 证 明 : 如果 户 改 名 由 和 ) 的 元 使 "BE 第 ( 吕 wP》) 成 立 ， 风 存在 

ré WS), 

使 py 一 彤 。 由 此 证 明 特 征 为 疡 的 下 上 任何 pg”! 维特 环 扩张 能 典 和 人 下 上 p* 维 循环 
扩张 中 . 
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第 四 章 
域 的 构造 理论 


本 章 我 们 要 分 析 一 个 域 @ 的 任意 扩张 域 .在 第 一 章 中 ,已 经 研 
究 了 有 限 维 扩 张 域 。 还 对 代数 扩张 作 了 部 分 的 研究 ， 本 章 主 要 涉 
及 无 限 维 扩 张 ,而 且 仍 从 代数 扩张 开始 。 我 们 将 定义 代数 闲 域 ,证 
肯 任 何 域 的 代数 闭 包 的 存在 性 。 并 推广 经 典 的 全 罗 瓦 理论 ， 把 它 
应 用 到 无 限 维 正规 扩张 和 可 分 扩张 。 然 后 将 考虑 任意 扩张 域 ， 我 
们 将 证 明 这 些 扩 张 可 由 两 步 构成 : 第 一 步 作 一 个 纯 超 越 扩 张 ， 第 
二 步 是 在 这 个 超越 扩张 上 作 一 个 代数 扩张 ， 生 成 一 个 域 的 这 种 广 
式 的 不 变量 是 超 起 次数 ， 即 超越 基 的 基数 ， 我 们 将 得 到 -一 个 超越 
基 存 在 的 各 条 件 ， 使 该 扩张 是 这 组 想 越 基 所 决定 的 纯 超越 扩张 上 
的 可 分 代数 扩张 ， 还 要 推广 代数 可 分 竹 的 概念 。 以 给 出 扩张 域 的 
可 分 竹 定义 .在 讨论 中 ， 导 数 的 姬 念 起 着 重要 的 作用 ， 而 且 这 个 
宾 念 可 用 于 并 导 宰 数 为 1 的 有 限 维 纯 不 可 分 扩张 的 你 罗 瓦 理论 ， 
还 要 扼要 说 一 下 高 阶 导数 的 概念 ， 它 对 指数 大 于 1 的 纯 不 可 分 扩 
张 有 用 .本 意 最 后 考虑 非 代数 扩张 的 张 量 积 。 并 用 来 研究 域 的 自 
由 合成 ， 

1 代数 闵 域 “代数 基本 定理 "是 说 ， 系 数 在 复数 域 上 的 每 一 
代数 方程 fo 一 0 在 该 域 中 有 根 。 具有 这 种 性 质 的 任何 域 称 为 
代数 闭 域 ,如 果 人 是 一 个 代数 闭 域 , 则 每 一 正 次 数 的 多 项 式 f(x) € 
g[x] 在 g[z] 中 有 一 次 因 式 x 一 p。 于 是 每 个 1(*) 都 能 写成 
@[x】 中 一 次 因 式 的 乖 积 。 显 然 逆 命 题 也 成 立 。 如 果 9[z] 的 每 
一 正 次 数 多 项 式 是 @[z] 中 一 次 因 式 之 积 , 则 四 是 代数 封闭 的 .我 
们 知道 ,所 谓 域 在 扩张 域 P 中 是 代数 封 闪 的 , 指 的 是 了 在 @ 上 的 
代数 元 只 能 是 四 的 元 ($ 19)。 现 在 我 们 指出 ， 域 加 是 代数 封闭 的 
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当 且 权 当 它 在 每 一 扩张 域 中 是 代数 封 闵 的 . 令 人 8 是 代数 封闭 的 ,P 
是 一 个 扩张 域 , pE 是 旬 上 的 代数 元 , 1(x) 是 它 的 最 小 多 项 式 ， 
因为 fx) 不 可 狗 ，@ 是 代数 封闭 的 ， 所 以 fw) 是 一 次 的 ， 因 此 
p 中， 反之， 假设 了 在 得 一 扩张 城中 是 代数 封闭 的 ， 且 f(x) 是 
PEx] 中 正 次 数 不 可 约 多 项 式 ， 则 能 作出 扩张 域 P 一 @Lx]/ 
(f(x))， 其 维 数 等 于 f(x) 的 次 数 ， 因 为 P 是 的 代数 扩张 城 ,而 
多 在 P 中 是 代数 封 主 的 。 则 P 一 四， 因此 degj(x) 一 ]。 这 就 表 
明 ，@B[x] 中 正 次 数 不 可 约 多 项 式 只 能 是 一 次 因 式 ， 这 就 表明 中 
是 代数 封闭 的 . 

令 吕 是 任意 域 ,，P 是 8 的 代数 闭 扩 张 域 ，4/@ 是 P18 的 代 

数 元 所 成 的 子 域 ， 荐 Xe E A4[x]， 则 在 Pix] 中 有 

fx) = H(z — pi), 
显然 p; 是 了 上 的 代数 元 素 ， 因 为 4 在 P 中 是 代数 挡 闭 的 (5 1.9)， 
则 me4。 所 以 4[x] 中 每 一 正 次 数 的 多 项 式 是 4[x] 的 一 次 
因 式 之 积 ,这 就 推出 4 是 代数 封闭 的 ， 因 此 , 对 于 给 定 域 曙 ,如果 
存在 含 利 的 代数 闭 域 。 则 就 存在 下 的 代数 封闭 的 代数 扩张 域 。 由 
此 引出 定义 : 扩张 域 418 叫 作 四 的 代数 闭 包 ,假如 1) 4 是 @ 的 
代数 扩张 域 , 2) 4 是 代数 封闭 的 ， 我 们 着 手 证 明 任何 域 由 的 代数 
闭 包 之 存在 性 及 在 局 构 意义 下 的 唯一 福 ， 

着 可 数 时 ， 有 一 个 颇 为 直截了当 的 方法 来 构造 @ 的 代数 闭 
包 ， 在 此 情况 下 ,我 们 容易 列 出 正 次 数 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ; 
fC 从 太一 开始, 在 9; 上 扫 钠 地 构 
造 f(x) 的 分 异域 8;。 有 一 种 简单 的 方法 可 以 清楚 地 给 出 所 有 作 
的 并 4 一 U@ 的 概念 , 这 样 一 来 我 们 就 可 以 技 以 下 方法 立即 证 
明 4 是 名 的 代数 闭 包 首先 ， 显然 A418 是 代数 的 ， 令 P 是 4 的 
代数 扩张 且 p EP， 因 为 ?是 4 上 的 代数 元 ,而 4 是 四 土 的 代数 护 
张 ; 故 p 是 中 上 的 代数 元 , 因此 在 @ 上 的 最 小 多 项 式 j(x》 是 多 
项 式 产 (*)》 中 的 一 个 , 不妨 设 f(x) 一 加 Ce， 因为 四 包含 f(x) 
的 所 有 根 , 政 pe 中 , 守 4， 这 就 证 明了 4 是 代数 封闭 的 ， 

惜 助 于 起 限 归 钠 法 ， 可 将 上 述 方法 用 于 一 般 情形 ， 但 我 们 宁 
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愿 给 出 另 一 种 卓 伦 (Zorn)? 由 理 之 上 的 构造 方法 。 我 们 尚 禹 下 列 
结论 
引 理 。 如 果 4 是 无 限 域 更 的 代数 扩张 , 则 基数 14| 一 i@|， 
证 令 Z 了 是 B[*] 中 正 次 数 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 所 成 的 子 
集 ， Zm 是 是 中 次 数 为 四 十 1 二 1, 2, 3,° "" 的 多 项 式 所 成 的 子 


集 。 Z' 的 元 形 为 人 十 or 二 at 十 
所 以 >"” 上 与 # 重 积 乏 外 x 外 @X…X 名 有 相同 的 基数 ， 因 为 9 是 
无 限 的 ， | | 二 | 和 XBX'.:X o| 一 1 有 | ， 介 


13| = | U2"| 一 |。 
现 将 每 个 1(x)€ 跌 射 到 有 限 柴 R (可 能 是 空 集 ) 内 ,而 Rj 是 
f(x) 在 4 中 的 根 的 僻 ， 因 为 4 的 每 一 元 是 代数 元 ,所 以 
U R; < 一 -， 


1€F5 

又 因为 每 一 Ri 有 限 , 故 4 的 这 些 子 集 族 {KR} 的 基数 等 于 |41， 
从 而 14 二 1} 去 12| 一 49 ， 由 此 即 推出 141 一 19 

我 们 现在 可 以 证 明 

定理 1。 任何 域 部 有 一 个 代数 团 包 ， 

证 设 名 是 一 个 给 定 的 域 ， 在 以 下 意义 下 可 以 把 儿 柑 人 一 个 
比 它 大 得 多 的 集 如 中 :和 如果 是 有 限 的 , 则 是非 可 数 的 ;如 果 @ 
是 无 限 的 , 则 19| 之 |B。 现在 由 台中 售 @ 的 子 集 EE 出 发 作 台 的 
扩张 感 。 更 明确 地 说 ,考虑 一 切 三 元 系 〈E 十 ，- ) 的 集 族 了。 其 
中 是 如 的 含 @ 的 子 集 ,十 与 是 EE 的 二 元 合成 ,并 且 以 这 些 合 成 
作为 总 法 与 蒋 法 的 是 名 的 一 个 代数 子 张 域 ， 如 果 EF, 是 Ei 的 扩 
强 城 , 则 用 《Bs 十 ;， 1) 过 (Bi 十 2 来 定义 工 的 偏 序 。 
的 任 休 鳗 性 序 于 集 腻 【Le 十 a oo) 必 有 一 上 界 ,其 基础 集 是 已。 


1 章 伦 《Zorn》 引 理 在 疙 2 的 一 些 地 方 已 经 用 过 。 此 引 理 成 “最 太原 理 " 的 适当 从 
述 可 出 克利 《Keclley) 昔 5 一 般 拓扑 学 吕 Genaeral Topology) 1933 年 版 p.33. 

2) 基数 的 柱 质 可 戎 苇 商 东 品 斯 基 【Sierpinskiy 《超越 数 部 程 y 【Lerons Sur les 
Nombers Transfinis》 叫座， 1928 年 瞩 ， -一 六 者 注 . 
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的 并 ， 而 其 加 法 与 现 污 该 常 韦 定 祥 。 这样 就 可 以 应 用 卓 伦 引 理 并 
给 出 上 集 族 了 的 一 个 疏 大 元 《4 十," )。 则 4 是 代数 封闭 的 。 否 
则 ,4 有 一 个 真 代数 扩张 8。 由 引 理 ,如 采 名 无 限 , 则 
(Bl! = 141 = 19|; 
如 有 果 针 有 限 , 则 i141 各 .81 可 数 ， 在 这 两 种 情况 下 均 有 
183| < 19l. 

由 此 推出 存在 一 个 下 到 有 内 的 1 一 1 映射 ,这 个 映射 在 4 上 是 昼 等 
映射 。 用 这 个 映射 把 吕 中 的 每 8' 改 为 4 上 同 构 于 的 域 ， 于 是 
《2 十 , " ) 在 集 族 工 内 , 其 加 法 十 与 乘 靶 ， 是 由 了 的 十 与: 照 
搬 过 来 的 , 而且 吾 人 4， 这 与 《4 十 ，* ) 的 极 大 性 予 慎 , 所 以 
4 是 代数 幸 闭 的 。 因 为 4 在 上 是 代数 的 ， 记 以 4 是 名 的 代数 闭 
包 。 

下 阐 推 广 分 横 域 的 概念 ,并 证 县 一 个 结果 ,作为 这 一 结果 的 特 
疙 情形 ， 诚 可 得 到 代数 困 包 的 唯一 性 ， 落 虑 系 煞 在 重 中 的 正 次 数 
多 项 式 的 集 如 ,我 们 称 扩 张 域 Pj 中 是 吕 的 分 裂 域 ,假如 (1) 吕 
中 每 - -多 珊 式 都 是 Pfs] 中 线性 因 式 之 积 ; (2) PjB 没有 满足 (1) 
的 真子 域 . 设 4 是 和 贝 的 代数 闭 包 ，P 是 由 一 切 多 项 式 了 6 吕 的 和 根 
生成 的 4 的 子 域 , 显然 了 是 企 88 在 加 上 的 分 异域 ，4 本 身 也 
是 多 [xj 中 正 次 数 多 项 式 的 完全 集 在 多 上 的 分 列 域 。 下 面 定理 是 
多 项 式 分 效 域 定理 (定理 1.8) 的 推广 ,和 名 的 住 意 两 个 代数 闭 包 在 
峙 上岗 构 这 一 尾 质 显然 是 下 述 定理 的 一 个 推论 ， 

定理 2 令 a 一 8 是 域 出 到 域 贡 上 的 同 构 , 只 是 @[x] 中 正 
次 数 多 项 式 的 集 ，8 是 BLx] 到 BLx] 上 同 构 g(x) 一 gtx) 下 
f 日 的 象 集 . b 9 是 2 的 分 表 域 ,Pl 名 是 如 的 分 殊 域 , 则 名 到 
外 上 的 疝 构 可 以 扩张 为 P 到 下 上 的 局 构 . 

证 考虑 Pl 多 的 子 域 到 F/G 的 子 域 上 的 那些 同 构 * 的 集 
族 AA, 这 些 同 构 : 与 8 到 上 的 同 构 a 一 & 相 一 致 。 我 们 可 如 
十 将 A 一 人 偏 序 化 : 如 果 吕 是 a 的 扩张 , 则 5 < 之 ;3。 显然 A 蚌 
可 归纳 的 , 电 就 是 说 ,全 的 每 一 线性 有 序 子 集 必 有 一 上 和 界 。 因 此 可 
以 引 几 卓 伦 引 埋 得 到 一 个 极 大 元 1 《人 ， 则 :是 将 a 一 延 拓 而 
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得 前 P 到 了 上 的 同 构 ， 否 则 ,+ 的 定义 域 是 ?/@ 的 真子 域 B， 因 
为 了 /8 扯 吕 的 分 列 威 , 且 ECP， 所 以 存在 多 项 式 jtx)€ 89, 它 
的 根 不 全 在 下 中 ,“ 困 此 如 果 pi py pn 是 在 PP 中 的 板 ， 则 
RB(piy pi "3 Pa) 必 B， 而 且 显 然 五 (pt pz， pn) 是 1(x) 在 
玉 上 的 分 裂 域 。 另 一 方面 , 证 一 E' 能 嵌 人 PB 的 一 个 子 域 、 即 
Hr) 《如 在 五 上 的 分 袭 域 中 。 利用 单一 多 项 式 的 定理 ， 可 把 “ 
延 拓 为 R(p pr, pa) 到 了 Cw) 在 于 上 的 分 裂 域 上 的 同 构 ， 这 
和 :的 极 大 性 了 矛 盾 。 所 以 E == P。 显然 象 P' 是 如 在 名 上 的 一 个 
分 型 域 。 所 以 P' 一 了. 证 毕 . 

在 这 一 结果 中 , 取 本 一 名 ,6 一 %, 则 多 项 式 集 在 下 上 的 任何 
两 个 分 裂 域 在 上 同 构 ， 特 别 有 

推论 ， 域 @ 的 任何 两 个 代数 闭 包 在 中 上 同 构 ， 

令 4 是 域 盏 的 代数 闭 包 , 4/9 有 两 个 子 域 是 特别 有 趣 的 ,一 
是 中 上 可 分 元 所 不 的 子 域 了 ， 它 也 可 定义 为 区 [xz] 中 可 分 多 项 式 
集 在 外 上 的 分 裂 域 ,我 们 可 称 了 为 旬 的 可 分 代数 闭 包 ， 其 次 , 令 史 
的 特征 关 0, B+ “是 4 在 中 上 纯 不 可 分 元 所 成 子 城 ,由 $1.9 的 
引 理 2, 可 知 4 的 这 些 元 是 形 为 ze 一 & 一 0(a€ 名) 的 方程 的 根 . 
如 果 儿 的 特征 靖 关 0， 则 称 gr“ 为 6 的 完全 财 包 ; 如 果 允 的 特征 
为 0 则 旬 的 完全 团 包 基本 身 ， 当 了 隆 0 时 ,加 ”的 每 一 元 都 
可 写 成 次 轩 ， 因 此 上 映 轩 a 一 of 是 Pr ”的 一 个 自 同 构 ， 而 且 
@r ”是 4 在 上 具有 以 下 性 质 的 最 小 子 域 ， 其 所 有 元 均 是 该 子 
域 的 元 的 了 次 完 . 

假如 更 的 每 一 代数 扩张 都 是 可 分 的 ， 则 称 下 是 完全 的 刚才 
所 定义 的 任何 域 的 完全 羡 包 是 一 个 完全 域 ; 加 为 我 们 有 以 下 前 

定理 3 特征 为 9 的 城 是 完全 的 。 而 特征 ” 关 0 的 域 多 是 完 
全 的 当 且 仅 当 外 一 和。 即 钱 的 每 一 元 都 是 币 的 一 个 ”次 宕 ， 

证 “ 国 为 不 可 分 多 项 式 仅 妆 上 和 关 0 时 才 存 在 ， 改 第 一 个 登 题 
是 显然 的 ， 令 名 的 特征 p 产 0， 假设 BrCB， 若 <E 划 ,但 却 不 
是 更 中 元 的 上 次 窜 : 则 x? 一 a 在 侣 [x] 中 不 可 约 旧 不 可 分 【8 1.6 
引 理 )。 所 以 了 二 BEx (x? 一 &) 是 名 的 (不同 于 多 的 } 不 可 分 扩 
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张 ,于 是 外 不 是 完全 的 。 反之 ,假若 有 一 加，f(x) 是 名 [x] 中 使 
f(x) 一 0 的 多 项 式 , 由 能 写成 f{x) = g(x?), 此 处 
8 = x 二 Br 二 
令 Y=p, i=1,2,3,."",m, HBC) = xT x 
十 Ym。 则 有 fx) 一 g(x?) 二 4x)?。 这样 ， 力 [x] 中 每 一 导数 为 
零 的 多 项 式 是 一 个 了 次 窒 。 于 是 ,下 [x] 中 不 看 在 正 次 匆 的 不 可 
约 不 可 分 多 项 式 , 所 以 由 没有 真 的 不 可 分 代数 扩张 域 。 
如 果 予 是 特征 为 如 的 有 限 域 , 则 更 到 于 的 同 构 x > of 必然 
是 一 个 自 同 梅 。 由 定理 3, 每 一 有 限 域 是 完全 域 . 


习 题 26 


1。 设 丸 是 徊 的 代数 扩张 ,4 是 事 的 代数 闭 包 。 证 肯 Rj 甸 问 构 于 4 于 的 一 个 于 
斌 ,提示 ; 淮 虚 瑟 的 代数 闭 包 ,并 注 窟 这 是 沙 的 一 个 代数 翔 包 .》 

2， 证 明 ; 如 果 允 的 特征 p 硅 0， 是 蜀 上 的 起 越 元 , 则 条 ( 吉 ) 不 是 完全 的 . 

3 证明, 完全 域 的 任 一 代数 扩张 是 完全 的 ， 

4， 漫 史 是 一 个 域 ，* 是 它 的 完全 六 包 , 证 明 人 + 二 当 或 者 [ 介 *:] 无 限 ， 

5- 征明, 任何 代数 闭 域 都 是 无 限 的 ， 


的 合子 .我 们 务 道 ， 对 每 一 素数 户 与 整数 #, 在 同 构 窟 义 下 有 且 仪 有 一 个 基 梁 为 p" 的 
域 仁 1.13)。 斯 坦 尼 艾 (Steinitx》 把 这 个 结果 推广 到 特征 户 才 0 的 郊 对 代数 城 ， 就 是 
下 面 习题 所 指出 的 ， 

6b, 斯 坦 尼 芝 数 是 所 有 素数 pi 的 形式 可 N 二 IIp#i， 共 中 右 二 5，1,2，… 研 
90， 没 对 三 了 IH 是 另 一 斯 坦 尼 藻 数 ,如果 对 一 切 了 都 有 五 ki， 则 称 于 是 的 天 于 
《时 | 加 ?容易 由 此 导出 在 何 斯 租 尼 蒋 数 的 尝 族 之 最 小 公 舍 〔〈L.C- NM,) 的 定 尽 ， 设 名 
是 特征 为 的 兆 对 代数 域 , 定 尺 ”deg 面 为 : 婴 的 元 在 案 域 《 宇 1y》 上 的 各 最 小 多 项 式 
的 次 数 的 斯 坦 尼 苞 数 的 L.C.M. 《注意 , 吉 果 呈 是 有 限 的 ; 风 | 王 | 二 p43?)。 证 明 , 对 
任意 给 定 的 索 数 户 和 斯 坦 尼 茨 数 发 ， 存 在 一 个 绝对 代数 域 盏 ,,n 其 特征 为 而 

degTyn =N 

《提示 ; 令 fm 是 N 和 al 的 最 高 公 因 于 ;于 是 rr|rw+ry # 三 1 2。 令 对。 是 基数 
为 ra 的 城 . 假设 名气 宣 #4 三 ， 则 更 pw 一 YU 于,，】 证 明 ， 任意 两 个 有 相同 案 
畦 征 和 斯 担 局 奖 次 数 的 交 对 代数 域 同 初 ， 并 和 证明， 二 s,m 同 构 于 名 py 的 一 个 于 城 当 
县 促 当 NIN， 


2 无 限 合 罗 瓦 理论 ”这 一 节 中 ,我 们 把 件 罗 瓦 理论 的 基本 定 
理 推广 到 某 些 无 限 维 代数 扩张 域 Pl/ 上 ， 我 们 假设 了 是 上 可 
分 多 项 式 集 日 的 一 个 分 殊 城 。 首 先 证 明 下 述 的 
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引 理 1.。 _P 的 任何 有 限 子 祝 含 于 有 限 维 人 项 罗 瓦 子 域 B/ 重 中， 

证 设 了 是 集 怠 中 有 限 个 多 项 式 乘积 所 成 的 多 项 式 . 显然 P 
包含 地 的 分 裂 域 Pj//。 我 们 知道 , Pj 是 王 上 有 限 维 艇 办 瓦 域 ([ 定 
理 1.10), 显然 ,如 果 和 # 都 是 2 的 多 项 式 的 乘积 , 则 Pj 是 由 
Py 和 Ps 生成 的 了 的 子 域 ,于 是 ,所 有 这 些 子 域 的 并 UP 是 多 上 P 
的 子 域 。 因 为 UP, 和 包含 每 一 8 € 司 的 分 烈 域 ,显然 UP; 一 了 P. 这 
就 推出 任何 pi EP 必 属 于 子 域 Pj;， 于 是 任何 有 限 子 乐 {ps pi， 
,Pm}) 包含 在 多 上 的 有 限 维 伯 罗 遍 子 域 PIL， 下， 

令 G 是 P/ 鱼 的 伽 罗 瓦 群 。 下 述 定理 实质 上 给 出 了 估 罗 瓦 对 
应 的 前 一 半 结 末 ， 

引 理 2. 对 一 凡 CG)， 即 P 的 G 不 变 元 只 能 是 和 的 元 ， 

证 我们 只 要 证 明 : 若 pE P，# 名 , 则 窒 在 名 上 P 的 自 向 构 
“使 产 关 pp。 由 引 理 1]，p 仿 于 更 .和 有 限 伽 罗 其 子 威 臣下 中 。 因 
为 pF 加， 所 以 存在 天 1/ 生 的 项 罗 瓦 群 的 元 了 使 PP 关 p， 另 一 上 方 
面 ,P 了 是 多 项 式 集 8 在 EE 上 的 分 裂 域 ,于 是 四 定理 2, 下 的 自 同 梅 
+ 能 延 拓 为 P/ 有 的 自 同 构 ,显然 EG p 一 关上 p， 

全 部 中 间 子 域 - 子 群 间 的 对 应 关系 在 有 限 维 情形 下 是 成 立 的 ， 
世 在 无 限 维 情形 下 不 成 立 。 作为 例子 ,我 们 考虑 合 ? 个 元 的 域 
本 一 7? 的 代数 闭 包 P 了 , 因为 更 是 完全 的 ,8[x*] 的 所 有 多 项 式 是 
可 分 的 , 因此 了 是 [x] 中 可 分 多 项 式 集合 在 四 上 的 分 裂 域 . 令 
G 是 Pj 甸 的 伽 罗 总 群 ， 妃 是 由 自 同 移 x:p 一 pz (显然 这 是 自 同 
构 ) 生 成 的 子 群 ， 因 为 满足 p? 一 p 的 元 P 只 能 是 名 的 Pp 个 元 ,所 
以 二 不 变 的 于 域 I(H) 是 年， 下 面 证 明王 是 G 的 真子 群 , 这 样 一 
梁 ， 如 有 两 个 子 群 G 和 瑟 , 它们 月 同 的 不 变 元 子 域 。 为 证 这 一 
压 , 设 Pr 是 了 的 任意 舌 (e 空 1])， 则 P 售 有 一 个 基 阶 子 域 亚 我 
们 还 知道 有 三 史 当 旦 仅 当 e11 ($1.13)， 设 21 是 素数 ，@1w 表示 
序列 甸 己 加: 天 业 sC 中 的 域 的 井 , 即 知 四 = 是 P 的 一 个 真子 域 ， 
P 是 集 马 在 及 上 的 分 异域 ,因此 让 引 理 2 得 知 , 丰 在 名 上 P 的 
自 司 构 * 浦 足 + 天 1， 琵 处 了 不 是 扯 癌 构 * 的 方 曙 ， 否 则 若 ;一 
zt， 则 :不 变 元 的 子 域 是 满足 pr* 一 p 的 元 的 有 限 集 , 这 个 集 必 
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须 包 含 多 "。 这 是 不 可 能 的 , 因为 名 是 了 的 无 限 子 域 ， 

无 限 人 罗 现 理 论 这 一 类 型 的 困难 首先 由 茂 得 金 在 有 理 代 数 数 
域 中 觉察 到 ， 解 脱 这 种 困难 的 方法 则 为 克 鲁 尔 《Krall) 所 发 现 ， 
他 认为 有 必要 把 项 罗 瓦 对 应 限制 在 项 罗 瓦 群 对 某 个 拓扑 的 闭 子 群 
思 ,现在 我 们 来 定义 它 。 

所 需要 的 拓扑 与 卷 2 (中 译本 p.223) 中 关于 向 量 空间 到 另 一 
个 向 矢 空间 的 线性 变换 集 的 有 限 拓 扑 基本 一 致 。 考 虑 域 了 到 自身 
内 的 ( 单 值 ) 上 映射 集 Pr? 如果 {5 6， Em) 和 (TD 
mm) 是 卫 的 元 的 有 限 序列 , 那 末 令 OD(5;, 31) 基 P? 中 满足 861 二 i 
全 一 1，27 9) 的 元 了 所 成 的 子 集 . 各 集 005;, Wh】 可 以 作为 
使 P? 成 为 拓扑 空间 的 开 集 的 集 的 基 ( 参 看 卷 2 的 中 译本 p. 223)， 
Pr 的 折 提 叫 作 有 限 拓扑 . 

若 G 是 Pr 的 尾 何 子 僻 , 则 P 到 自身 内 的 喘 射 的 任 一 舍 ， 将 G 
拓扑 已, 作为 P? 的 子 空间 ， 我 们 特别 楼 对 Pj@ 的 项 罗 页 群 G 这 
样 作 。 现 证 以 下 事实 : 车 了 是 甸 的 代数 扩张 域 , 则 G 是 Pr 的 闭 子 
集 。 设 了 属于 的 闭 包 ， 且 ,nn <P，c 允 。 则 椰 在 s 《 G 使 
od, FE) E97), 
因为 二 a， (5 十 4 一 本 十 (59)' 二 6m， 而 且 3 也 有 相 
同 的 关系 , 这 就 表明 了 是 Pj 到 自身 为 的 同 构 ,为 了 证 明了 是 满 
射 , 我 们 令 是 了 的 性 意 元 ,是 Pj 的 子 域 , 它 由 5 在 上 的 最 
小 多 项 式 f(x) 在 P 内 的 所 有 根 生成， 显然 [E:B] < oo 。 因 
为 = 是 Pj 到 自身 内 的 同 构 ,所 以 万， 因此 3 的 限制 是 £1® 
到 和 毛 身 的 线性 同 构 ， 所 以 这 个 映 庙 是 满 射 . 于 是 存在 EE 使 
下 一 上 所 以 了 是 P/@ 的 自 同 构 ,于 是 *EG， 即 G 是 闭 的 ， 

我 们 能 够 证 明 下 述 无 限 休 罗 下 理论 的 基本 定理 . 

定理 4 设 P/ 是 系数 在 由 中 的 可 分 多 项 式 集 吕 的 分 裂 域 ， 
G 是 Pj 的 期 罗 瓦 群 ， 各 的 每 一 闭 了 于 群 互 相对 应 的 召 不 变节 
域 为 一 1(H)， 和 和 名 上 P 的 每 一 子 域 E 扯 对 应 的 P 在 E 上 的 贫 
罗 瓦 群 为 4(E)， 则 这 两 个 对 应 是 互 洲 的 ， 此 外 。 闭 子 群 吾 是 G 
的 不 变 子 群 当 下 仅 当 相 应 的 二 一共 召 ) 是 外 于 的 佑 罗 纺 域 ;此 时 
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EE/ 吕 航 伯 罗 瓦 群 同 格 于 G11, 

证 ”如 颗 EE 是 Pi 外 的 于 坯 , 则 PP 是 8 在 的 分 蛮 域 .因此 
若 召 一 4AtE) 是 PIE 的 全 四 页 群 , 则 瑟 是 闭 的 ,由 引 理 2， 

{A(E)) CO—E, 

以 下 令 互 是 G 的 团子 群 ， 且 令 一 (日 )， 我们 必须 证 明 : 落 : 
是 PIE 的 自 疗 构 ,. 列 “6 互 。 丙 为 妃 是 闭 的 ， 收 只 须 证 明 * 在 五 
的 闭 包 肉 ， 即 如 果 ps pi PrP， 则 存在 :+《 旦 十 pi 二 pi， 
1 过 i 之 #。 令 AJE 是 PJE 的 有 限 维 合 穷 瓦 子 域 , 且 包 含 le;} 
( 引 理 1), 则 s 和 +《€ 瑟 都 把 4A4 映 到 自身 内 。 所 以 它们 前 限制 是 
AfE 的 匣 竖 专 群 的 元 ,如果 与 € HN 站 A 上 的 限制 1 与 1 者 不 
重合 ， 则 + < 五 的 限制 所 成 群 17 是 4 在 互 下 的 徊 办 瓦 群 的 真子 
群 ， 于 是 存在 元 《4，E, 使 8 一 对 每 一 上 万 均 成 立 。 
这 和 8 一 1(H8) 了 矛盾。 于 是 证 明了 第 一 个 命题 。 如 果 五 是 闭 子 
烙 ，sE€G， 则 所 95 是 闭 的 ;如 果 EE = 7TH), 则 EE 一 {7 Hn). 
于 是 鼎 基 G6 的 不 变 子 群 当 且 仅 当 E’ 一 忆 对 每 一 "< G 痢 成 立 ， 
车 这 一 条 件 成 立 , 则 s € G 在 上 上 的 限制 的 集 是 的 自 间 构 群 6， 
其 不 详 集 是 全 。 因 此 是 别 上 的 斯 力 记 扩 基 反之, 假 运 FE 是 中 
寺 的 包罗 现 坟 张 , 且 所 是 了 /和 的 做 男 瓦 群 ， 如 果 8 E&F, s€ CG， 
则 ee 和 8 在 上 有 相间 的 威信 多 闻 式 ， 办 此 8 只 有 有 限 个 共 轿 
sl，3€ 到。 设 这 些 共 辑 元 为 6 一 6, ,8/， 则 多 项 式 


f(x} = Il{x — Bi) 
节 系 数 在 四 中 ,日 E 基 f(x) =0 的 根 ， 若 EG， 则 8 也 是 
1{x) 一 0 


的 一 个 根 , 所 以 8' 一 gi 6E。 因 为 上 是 任意 的 ,这 就 证 明了 已 : 皇 吾 
对 一 切 * E G 成 立 。 因 此 互 是 妃 的 不 变 子 群 。 因 为 P 是 BIx] 的 
多 项 式 集 在 台 上 的 分 型 域 ， /人 的 任何 自 同 构 能 够 延 拓 为 Pj 
的 自 同 移 。 由 此 易 见 ,车 E 基 刍 上 的 倪 罗 瓦 扩 张 ， 则 映射 5s 一 > 了 (s 
在 上 上 的 限制 ) 是 G 到 巨 上 的 同 坊 , 核 是 如 一 4(E), 故 6 空 
GIH, 
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习 是 好 


1. 证 明定 理 4 的 恨 谍 亏 以 改 为 : 了 Pj 人 @ 是 可 分 的 正规 代数 护 张 ， 此 处 正规 性 由 以 
下 条 件 定义 ; 如 果 f(x) 是 多 [x*] 中 不 可 的 密 项 式 , 且 在 P 中 有 根 ; 则 x) 是 Ex] 
的 一 次 因 式 之 积 (参考 1.18). 

2. 拓扑 空间 次 为 离 用 的 ,候车 每 个 于 集 祁 是 开 沫 ， 令 是 多 上 可 分 多 项 式 亿 的 分 
型 域 ,6 是 P 在 币 上 的 物 罗 筷 群 证 明 G 是 离散 的 当 且 仅 当 [P: 凋 ] 天 oo- 

3- P， 人 P 和 如题 2， 利用 每 一 6 & P 仅 有 有 限 个 共 因 这 一 事实 政 快 柯 诺 尖 
Tychonoff) 定理 证 明 G 是 一 个 紧 致 群 . 

4, 设 P 是 域 久生 加 的 代数 闭 旬 ， 台 是 P 在 钊 上 的 而 罗 蕊 娠 。 证 明 妇 是 变换 群 ， 
令 这 I 是 了 的 子 域 入 是 素数 ,定义 各 正 文 ), + 是 限制 在 币 ;” 上 的 自 同 攀 pr. 证 
朋 x 小 1, 也 试 是 说 , 若 5 是 名 = 的 任意 有 限于 侍 , 则 存在 二 著 数 久 使 $7 一 委 对 一 
其 外 E 和 大 党 六 成立， 令 吉 1 ma， 是 束 数 序列 ， 且 对 性 柯 正 整 烙 大 ;存在 六 使 
fy 1 守 N 时 有 mr 一 mm (mod 站 )， 征 明 自 同 构 序列 ris rz 收效 于 更 上 钊 i= 的 
息 同 枸 和 ， 即 zo" 1 

53， 设 避 是 域 了 中 的 自问 构 群 ， 名 一 TCG)，G6 是 PF 的 紧 误 子 人 党 ， 证 明 对 每 一 
寺 EP, 党 {8'ls &€G} 是 有 限 的 。 从 而 证 明了 是 上 可 分 多 栅 式 保 的 分 洲 域 ， 而且 5 
是 py/ 和 的 贡 罗 下 群 . 

6. 设 G 是 Fj 的 徊 罗 瓦 藉 ，P 是 重 上 的 代数 扩张 域 。{Gs。} 是 在 如 中 有 具 右 有 限 
指数 的 不 变 子 群 的 华 族 :证 有 明 Go 一 上 

7 设 锡 是 有 限 域 ,4 是 它 的 代数 闭 包 ， 避 是 41 亚 的 何 罗 在 群 : 证 明 G 除 1 外 , 没 
有 有 有限 阶 元 ， 

8 设 A4， 是 含 疡 个 范 的 域 了 的 代数 闭 包 ，G， 是 4,/1， 的 如 罗 瓦 群 .。 证明, 对 
任 瘟 索 数 请 和 2 均 有 G, 衬 @;， 

9, 设 二 全 ( 间 ,, 51; ，…)》 是 无 限 个 未 定 元 的 有 理 式 所 成 的 域 ， 证 明 ?J 宣 的 伽 
罗 瓦 往 在 有 限 拓 大 中 不 是 阔 的 , 


3, 超越 基 ”在 卷 1 中 普 经 定义 了 更 上 域 P 的 有 限 子 集 {5,， 
名, 在册 上 的 代数 无 关 性 ,这 个 定 文 在 导言 【P.4) 中 已 重 
复 和 过 ， 现 在 把 这 个 概念 推广 到 任 症 子 集 ， 如 果 8 的 每 一 有 限 子 集 
是 代数 无 关 的 ， 则 称 舍 3 是 代 孝 无关 的 。 不 是 代数 无 关 的 集 称 为 
代数 相关 的 ; 因 上 [一 个 集 是 代数 相关 的 当 理 仅 当 它 含 有 一 个 非 空 
的 代数 相关 的 有 限 子 集 。 现 将 引 人 另 一 概念 ,在 定理 1 中 会 看 到 ， 
它 和 刚才 所 说 的 概念 有 密切 的 联系 . 

定义 1 令 S 是 更 上 P 的 子 集 ,e 是 P 的 元 ; 如 果 f 在 (5$) 
上 是 代数 元 , 则 称 在 上 和 5 代数 相关 ， 


和 


首先 注意 ， 如 果 p 在 中 上 和 8 代数 相关 而 且 1(w) & BS)[*] 
是 p 在 @(S) 上 的 最 小 多 项 式 , 则 f(x) 的 系数 合 于 序 域 名 (了 ) 中 ， 
此 处 下 是 S 的 有 限 子 集 ， 丙 此 ，p 在 下 上 和 3 代数 相 头 当 且 仅 当 
对 5 的 某 一 有 限 子 集 忆 有 这 个 性 质 . 

定理 5 域 P/5 的 一 个 非 零 子 集 5 在 多 上 代数 相关 当 且 仅 
当 存 在 元 £ 《5， 它 在 呈 上 和 余 集 5 一 个} 代数 相关 ， 

证 ”我们 所 作 的 注释 表明 只 要 对 5 是 有 限 集 的 情形 加 以 证 明 
就 行 了 , 设 ? 一 {51 62，*"*， 568} 假定 所 说 条 件 成 立 , 则 可 设 5， 
是 BlE,, £29°* "En-1) 上 的 代数 元 ， 令 

f(x) € BE, Ear) Ex] 
是 避 在 P(E19 -Eni) 上 的 最 小 多 项 式 ， Bis Pr, ***» Pm 是 它 
的 承 数 ， 而 B(E1s 0:) 的 每 一 元 有 g(té1s "> $n-1) htS1, 
“形式 ,其 中 全 下 E 有 [rs Ta-1], xi 是 求 定 元 , h(i， 
0。 特别 是 序 = gEis es Fa RE ss Fn) ys 
Ei ta) 0 设 ry Ti 
以 及 


F(x An) 一 AACR ns ot) 
十 glx Xa A Xa) rt +， 
十 gafta rs Xn) mt Xe) ), : 
则 下 是 PB[x,,…,*a] 中 的 非 零 元 ,其 中 xi 是 未 定 元 , 且 有 F(8， 
一 上 0， 这 就 表示 5; 是 代数 相关 的 。 相反 地 ,假设 存在 一 
非 零 多 项 式 F(z Xn) 加 [9] 使 了 (一 
0, 总 的 来 说 这 些 5 在 上 代数 粗 关 , 不 妨 设 ” 是 满足 上 述 人 很 设 的 
最 小 数 , 则 可 写成 
F(ts rs Xo) 一 有 (人 Ya 
二 
十 jx 
托 处 页 天 0 mm 实 工 ， 因为 # 芋 最 小 的 ,js 1) 基 0 则 


fs) zx” 十 >, h (Sa “9 Su)fotEs* "ys 二 


了 和 


是 中 (Lx] 的 一 个 非 零 元 , 它 使 f(#,) 一 0 成 立 ， 因 
此 4 和 后, 是 代数 相关 的 . 

域 P/ 轩 中 代数 相关 性 是 ?的 元 与 P 的 子 集 之 间 的 关系 的 一 
种 特 歼 交 型. 与 此 类 似 的 另 一 种 关系 是 向 量 空 间 中 的 向 盟 与 子 集 
的 线性 相关 性 ,我 们 还 会 遇 到 其 它 情形 ， 因 此 有 必要 对 这 些 关系 
作 公 理化 的 处 理 。 为 此 可 考虑 一 任意 案 P，P 的 元 与 了 的 子 集 5 
之 间 的 关系 < 个 < 之 5) 叫 作 相 关 关 系 , 如 果 以 下 荣 性 成 立 : “， 

工 车 ES 则 上 < 

I 若 二 过， 则 之 对 5 的 某 个 有 限 子 集 F 成 立 ， 

II 若 &€ 之 $, 昌 Ss 中 每 一 元 满足 之 TT， 则 之 TT. 

IV. 痢 #<$ 且 区 5 一 1 委 }， 此 处 ne 5， 则 

7 之 (5 一 4%}) J{5} 《替换 公理 )， 

今 设 ?是 负 上 的 域 ,对 于 了 中 元 去 允 了 的 子 集 9, 上 < 意味 
着 5 在 名 上 和 8 代数 相关 , 则 有 

定理 6。 Pj/@B 的 代数 相关 性 是 I 一 IV 意义 下 的 相关 关系 ， 

证 I 这 是 显然 的 , 了 .在 前 面 己 经 证 朋 。 王 . 令 f 导 中 (5) 
工 的 代数 元 , 设 每 一 3 6 3 是 下 (CT 了 ) 上 的 代数 元 ， 考 虑 ph 和 CT) 
上 的 代数 元 所 成 的 子 集 4, 我 们 知道 4 是 P/ 由 (7) 的 子 域 , 而且 在 
?7 中 是 代数 封闭 的 ， 令 SSE4,E 是 @(S) 上 的 代数 元 ,所 以 二 也 
是 4 上 的 代数 元 ,三 此 EE€4A4，, 之 TT。 1Y. 设 扣 二 3S， 而 二 区 
T=5 一 {全},765。 令 EE 一 (7T), 则 是 E 上 的 超越 元 又 是 
(Ww) 上 的 代数 元 ， 因 此 存在 多 项 式 jtx, 站 EE[x,y] 使 f(x， 
7) 0, 8， 7) 二 0, 这 里 x*， 7 是 E 上 的 未定 元 将 x，7) 
写成 其 zy 们 二 anal) 和 十 Be 十 十 om 人 (这 里 到 人) 
《五 [*]， 且 wkz) 关 0. 因 为 5 是 EE 上 的 超越 元 ,所 以 a(#) 关 上 0 
月 m> 0. 多项式 1(# ,7) 是 属于 E(5)[y] 的 非 零 多 项 式 , 17 是 
f 人 一 0 的 根 。 因 此 4 是 E(5) 上 的 伐 数 元 ， 从 而 得 到 ?是 
BP(TUIE}) 上 的 代数 元 ,所 忆 5 三 TU} 

现 左 癌 到 相关 关系 的 -- 般 理论 二 来 ， 和 前 面 一 样 ， 设 了 是 尾 
意 集 ,我 们 定义 P 了 的 于 集 S (关于 <<) 是 读 关 的 ,如 果 不 存 在 5 € 3 
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各 一 侍 } 租 关 。 于 是 我 们 就 有 以 下 的 结论 

引 理 - 设 8 是 无 关 的 ,而 $ 和 B 不 是 相关 的 , 则 8U 人 是 无 
关 的 。 

证 否则 ,有 3 < 瑟 使 <(U 人 ED 一 也 ] 因 为 9 天 3 一 全) ， 
由 替换 公理 得 到 8 过 B 一 (8 一 1 六 LUia}， 这 与 假设 矛盾 ， 

?的 一 个 子 集 B 称 为 P( 关 于 忆 ) 的 一 个 基 ， 如果 (1) 了 是 
无 关 的 ，(2) P 了 的 每 一 元 5 和 8B? 相关、 相关 关系 的 主要 结果 如 
下 : 

基 定 理 . 集 P 有 一 个 基 , ?的 任何 两 个 基 有 相同 的 基数 . 

证 为 了 证 明基 的 存在 性 ， 我 们 考虑 了 的 那些 无 关子 集 所 成 
的 集 族 1 (7 可 能 只 含 空 舍 ) 利 用 包含 关系 序 化 1， 如 果 {8} 是 了 
的 线性 有 序 子 集 , 则 US 属于 1. 否则 ,有 # 《US 和 Us 一 {8} 
相关 , 则 5 < 了 了， 这 里 FF 是 US 一 {5} 的 有 限 子 集 ,而 且 FU{E} 
也 是 有 限 子 集 但 不 是 无 关 的 。 因 为 15} 是 线性 有 序 的 ， 则 对 某 个 
TE15} 有 FUUE}ST. 这 与 了 是 无 关 集 的 假设 矛盾 。 可见 了 基 
可 归纳 的 ， 于 是 由 卓 伦 引 理 ，T 中 有 极 大 元 B, 设 是 了 的 任意 
元 , 则 志和 BB 相关 。 否则 ,出 引 进 得 BU{) 是 无 关 的 , 与 B 的 极 
太 性 锌 居 。 所 以 P 中 每 个 元 和 B 相关, 下 了 是 一 个 基 ， 

设 H 和 CC 是 P 的 两 个 基 . 我 们 变 证 明基 数 |81 一 |C|， 首 
先 乙 设 了 是 有 限 的 , 即 B 二 { 记 , 局 ,……' ,Po}， 可 以 断言 , 在 Y 一 
TEC 使 7Y 和 {8,……,f} 不 相关 ， 和 否则 由 Im,P 的 每 一 元 素 
和 { 记 ,，…… ,PB.} 相关 ,特别 是 BP 也 有 这 个 性 质 , 则 与 妃 的 无 闫 性 
矛盾 . 今 设 7 和 {名 ,，……… Bs} 不 相关 ， 则 {7 后 ,…*, PB。} 是 
无 关 的 。 由 普 柳 公理 得 到 训 之 fy 向 pr， 因此 每 一 

BY Br Bs}. 
于 是 {Yi, 语 ，………, 如} 是 一 个 基 ， 重 复 这 个 步 又 得 天 YI,€ C 使 
{ri Ty 二， Ps} 是 一 个 基 ， 连续 使 用 这 一 方法 得 到 一 个 基 
{7;，…… Yo} 这 是 C 的 一 个 子 集 且 与 BB 有 相同 的 基数 。 因 为 


1) 此 3 原文 误 为 3，- 一 译 者 话 ， 


51? 


是 无 关 的 , 所 以 这 些 Y 是 C 的 所 有 元 , 歼 1C1 一 181。 以 下 假设 
1C1 和 |B1 是 无 限 的 , 可 以 采用 洛 尉 《EL6wig) 的 计数 论证 (参看 
卷 2, 中 译本 p. 216). 设 YE€ CC， 则 7 和 8B 的 有 限 子 集 8; 相关 ， 
于 是 |{Bv}1 专 1C1, 而 且 : 


[Us <wicl= cl. 


其 次 我 们 还 有 UB; 一 B。 和 否则 ,有 PE 8B， UB;, 因为 hf 之 c 
而 和 且 每 一 ”YE CC 满足 7 之 UBy, 我 们 及 UPB， 但 Up; 不 
包含 8, 这 与 召 的 无 关 性 矛盾 所 以 UB; 一 8, 由 上 面 基数 的 关 
系 式 给 出 181 雪 1C1， 再 直 对 称 性 |C| 过 18|。 所 以 18| = 
icl. 

这 个 结果 特别 可 用 到 Pj 的 代数 相关 性 去 ,此 时 基 8 是 P19 
的 代数 无 关 元 的 集 ， 旦 使 了 的 每 一 元 和 是 代数 相关 的 。 这样 
的 集 B 叫 作 Pj@ 的 一 个 超越 基 ， 它 的 基数 (所 有 基 的 基数 相同 ) 
叫 作 P18 的 超越 次 数 (tr. 4 )， 所 以 扩张 P/ 是 代数 的 当 且 仅 
当 P 了 在 8 上 的 超越 基 是 空 集 ， 即 当 昌 仅 当 超越 次 数 为 0。 如 果 了 
在 由 上 有 超越 基 召 使 一 多 (B)， 则 称 P 是 由 的 纯 超 越 扩张 。 超 
越 基 的 存在 性 定理 可 解 双 如 下 每 一 个 域 都 能 作为 基 域 多 的 纯 超 
越 扩张 BLB) 的 代数 扩张 得 来 . 设 x x+，…*, x， 是 来 定 元 , 则 
代数 加 [x ，… .z+.] 的 分 式 域 是 中 的 有 超越 基 {xy}】 的 纯 超 越 扩 
张 名 (zs-…, +z)， 显然 ,次 数 ? 一 避 的 纯 超 越 扩张 和 P(x,……， 
#) 实际 上 是 相同 的 . 

在 代数 几 合 中 特别 令 人 感 兴 累 的 是 域 P 一 (5,, 55,…… ,£6)， 
它 是 由 元 5 的 有 限 全 在 基 域 加 上 生成 的 .如 果 B 是 集 {8&, 62,…， 
# 的 极 大 代数 于 关子 集 , 则 B 是 起 越 基 ， 可 以 假设 8 = {5,,&,， 
形 为 了 一 上 (6 与,… 54) 的 域 叫 作 中 上 的 代数 函数 
域 ,超越 次 数 r(x) 叫 作 ?的 变 元 个 数 。 着 入，,…*，5,} 是 超 
越 基 , 则 了 是 多 (8, 5，……, 5,) 的 有 限 维 扩 张 ， 如 果 这 是 (E51， 
吕 … 的 有 限 维 扩 张 , 则 关于 本 原 元 的 一 个 定理 表明 ， 对 适 
当 的 neEP， 有 一 名 个 … ,1)。 这 在 特征 为 0 的 情形 总 
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是 如 此 ， 我 们 在 $5 将 看 到 在 简单 的 条 件 下 代数 函数 域 有 基 {5,} 
存在 ;使 P 是 (8, a * "yr) 上 的 可 分 代数 扩张 ， 


司 题 2B 


1 证 明 : 记 暴 C 是 P/ 理 的 子 集 :使 得 的 每 一 元 和 吕 是 代数 相关 的 ， 则 己 和 包含 
一 个 超 械 基 . 并 证 明 , 如 果 刀 是 pj 的 一 个 代数 无 关子 集 ， 则 如 能 被 拱 和 一 个 超越 基 
中 ， 

2 设 2 下 是 PP 下 的 子 域 . 证 明 超 越 次 数 ttred,P1E 志 tr.d.P/ 强 ， 而且 

td BYEtrd.P|s, 

3, 设 让 有 是 PIB 的 于 域 ，B 和 各 C 分 别 是 Fj 吓 和 TJE 的 超越 基 ， 证 明 BU 
局 基 Fj 甸 的 一 个 超越 基 ， 从 而 证 明 公 式 
C1) td PB = tdiP/B t+ td.Bl. 
注意 第 2 题 是 此 式 的 一 个 推论 < 提示: 沽 为 8 在 FCB) 上 是 代数 的 ,Bj 和 ECC 
生成 的 子 代数 最 一 个 域 , 它 在 本 (8 C) 上 是 代数 的 ( 见 第 一 章 第 九 节 的 第 二 鼠 》。 因 此 
ELCY 在 甸 CB， CY 上 是 代数 的 . 

4， 证 明 : 若 多 是 特征 万 3 的 域 且 了 二 EC# 9%)。， 这 里 点 是 超载 的 击 且 六 十 划一 
1 则 了 在 更 上 不 是 纯 起 越 的 ， 

5 设 了 是 复数 域 ， 理 是 在 理 数 子 域 ， 证 明 ; Gdpj 生 = 一 C = |P|， 并 证 明 ; 着 
B 是 Pf 的 超越 基 , 则 召 的 尾音 1 一 1 满 射 可 以 延 拓 为 PJ 名 的 一 个 自 同 构 。 从 而 证 
阳 P 的 自 同 梅 与 1 一 上 满 射 的 个 数 相合. 

4 证 明 ， 如 果 了 在 下 上 基 有 限 生 成 的 > 则 EF/ 玫 的 任何 子 域 也 如 此 ， 


4 号 洛斯 (Liiroth) 定理 ” 纯 超 越 扩 张 一 出 全 ， 二 ， 
5) 看 起 来 好 象 是 最 篇 单 的 一 类 扩张 球 , 然 而 关于 这 种 扩张 却 容易 
提出 一 些 难 于 回答 的 问题 。 特别 是 ?之 1 时 关于 P/ 的 子 域 问 
题 . 在 > 一 1 时 ,这 种 情形 比较 简单 ,本 池 就 来 讨论 这 个 问题 。 

设 PP 一生 (5， 二 是 超越 元 ，1 是 了 的 元 但 不 合 于 更 中 ， 令 
1 二 六 5D8C5) 1， 这 里 扰 5) 和 8(§) 是 5 的 正 次 数 而 无 公 因 子 
的 多 项 式 . 不 态 设 1(8) 二 @ 二 08 二 "全 ns*，g(#) 一 Po 十 
BE 十，…* 十 这 里 或 是 mm 天 0 或 是 应 天 0， 所 以 = 是 
和 的 较 大 次 数 。 关系 十 一 世上 个) 给 出 5) 一 an8() 一 0， 
县 


0 = {cs 一 ?8 十 (as 一 四 
二 (oo 一 ?Pu 


153. 


因为 a 或 站。 2 关 0， 习 基 多， 故 ca — nbs FE 0, 由 此 可 见 是 # 次 
方程 > (os 一 gp8i)x' 一 0 的 一 售 根 ,其 系数 在 8 人 7) 中 。 我 们 再 


证 > (ei 一 nx 在 人 多 (9)[x1] 中 是 大 可 约 的 : 首先 ,7 显然 让 


上 的 超越 元 。 这 古 因为 5 是 有 (7) 上 的 代数 元 ， 如 时 是 名 上 
的 代数 元 ; 则 推 得 二 也 是 名 上 的 代数 元 ,这 与 假设 藉 盾 。 环 
pln, x] = Bla]l[zx) 
是 两 个 末 定 元 素 %n,，x 的 多 项 式 环 ， 我 们 知道 这 是 高 斯 环 ， 即 在 
人 Pf, x] 中 唯一 分 解 为 不 可 约 元 的 定理 成 立 ( 卷 【, 中 详 本 p.117). 
还 知道 如 更 更 [3 *] 中 会 * 的 正 次 数 多 项 式 在 名 [9,，x] 中 是 不 
可 约 的 ,那么 它 在 (wn)[x] 也 是 不 可 约 的 . 今 
fn, x) 一 了 or — BN fx) ng Cx) 

是 1 的 一 次 多 项 式 ， 因 此 车 fn, *) 在 名 (w)[x] 中 是 可 约 的 , 则 
它 有 食 * 的 正 次 数 因 子 As ， 这 就 推 得 f(x 和 Sr) 都 能 被 
hfz) 除 尽 , 与 假设 矛盾 ， 因 此 证 明了 nsx》 在 @{m)[x] 中 不 
可 约 ， 于 是 所 是 (4) 上 的 二 次 代数 元 。 这 就 证 明了 

定理 7， 设 了 一 四 全)， 寺 是 中 上 的 超越 元 ，? 是 了 的 元 但 
不 在 多 中 .。 记 4 一 HE)8(#) 1， 这 里 用 5) 利 SEE) 是 二 的 无 下 
次 数 公 因 式 的 多 项 式 。 设 # 一 max(degf, deg8),， 则 5 是 @(w) 上 
的 代数 元 ，[ 虽 个 ) 2 人 9)] 二 #， 而 且 x 可 ) 二 f(g) 一 ka 在 
(tn)[x] 中 不 可 约 ， 

这 个 结果 能 使 我 们 决定 名 ( 届 》 在 工 的 自 同 构 ， 这 个 且 辐 构 
完全 由 生成 元 的 象 9 所 确定。 若 5 一， 则 

A 

za 是 二 的 多 项 式 ， 显 然 , 若 ?1 蚌 5 在 和 白 同 构 下 的 象 , 则 Bt ) 一 
BE)， 若 一 E85) WM [OE): ntE)] 一 于 一 maxfdcgy， 
deg8)。 这 就 证 明了 多 (wy) 一 多 (5) 当 且 仅 当 wmax(degf, deg8) 一 
1。 于 是 有 
{2) 和 天 
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这 里 a 闫 0 或 了 关 0， 直 十 与 外 二 没有 正 次 数 的 公 因 也 
容易 看 出 这 此 条件 等 价 于 一 个 条 件 : 
(3) a — BY 0. 
如 果 这 个 条 件 成 立 , 则 @(9) 一 8(5)， 旦 卫 革 
uF oD > un) rn) 

是 P14 约 自 同 构 ， 

件 G9) 等 从 于 说 全 了 

] 
中 (> 0) 
是 非 奇异 的 。 和 每 个 这 样 的 竹 阵 相 联 系 的 上 8(#) 的 肯 同 构 全 
5 一 ,7 由 (2) 给 出 ， 衣 接 难 证 非 奇 丰 乱 阵 到 相应 的 自 同 构 内 的 
路 射 是 群 同 态 , 其 六 是 满足 (中 十 PK 和 十 65)" 一， 或 
of TF P= (rs +t) 

的 猎 阵 ( ”“ ) 的 剑 ， 这 就 扒 得 x 一 0，8 一 0，。 一 5。 因此 入 


和 


是 纯 量 短 阵 ( ”。 。) = 0 的 集 ， 示 此 显 见 。@(s)》 的 自 同 构 合 同 


构 于 2 x 2 阶 非 奇 异 扯 阵 群 (g, 2) 关于 纯 早 矩阵 子 群 的 商 群 ， 
这 个 商 姓 称 为 射影 宪 PL(@，2). 

现存 考虑 @6(5]1@ 的 任意 子 域 FB。 不 妨 设 B % 加 。 五 含有 
不 在 四 中 的 元 9, 了 一 8 人 G) 在 9() 上 是 代数 的 , 因此 在 E 己 
9(n) 上 是 代数 的 ， 设 在 上 的 最 小 多 项 式 是 

fx) x xl 

方形 为 mur(S)-:， 其 中 ws vi 是 超越 元 二 的 多 项 式 。 用 上 的 
一 个 适当 多 项 式 汇 f(x) 得 到 @[#, x*] 中 的 一 个 多 项 式 
(G) HE 4) = (6 十 ez 十 二 cn()， 
其 中 ,x 是 未 定 元 。 这 是 * 的 本 原 多 项 式 , 即 cr(5) 的 最 高 公 因 式 
为 1。 我 们 还 有 各 7, 一 ci(E)co(E)-e 瑟 ,但 因 二 在 罗 上 是 超越 的 ， 
所 以 这 些 元 不 全 在 多 中 . 因此 了 中 有 一 元 形 为 : y 一 8(#&)4(8)， 
这 里 g(B ,4 的 没有 正 次 数 公 因 子 ，max(deggy de8) 一 之 0， 
前 面 曾 经 看 到 g(x) 一 Yh(x) 在 @(Y)[x] 中 是 不 可 约 的 ， 
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[中 (7)] = 如。 

因为 和 PB(Y)，[P:FK] 一 2， 显 然 关 衬 本 我 们 要 证 明 产 一 对 ， 
从 而 证 明 EE 二 (7), 

因为 是 g(x) 一 7&( 和 0 一 0 的 根 ， 这 个 多 项 式 的 系数 在 E 
中 ,在 E[x] 中 有 8 人 Cx) 一 Yh(Cx) 一 了 (x)qtx), 已 知 
Y = gE(E)A(CE)™, 
我 们 可 以 将 f 和 4 的 系数 用 皇 的 有 理 式 表示 ， 然 后 乘 以 适当 的 二 
多 项 式 得 到 @[s，z] 中 的 关系 式 
(6) RCE)EECAIA(E) 一 gCE NACE)] = flE, x)g(E, x), 
这 里 作 # ,x) 是 由 {5) 给 名 的 本 原 多 项 式 , 于 是 《个 ) 是 9($, +) 
的 加 子 , 消 去 以 后 ,可 以 假设 关系 式 为 
{7) BeIA(E) 一 BCE) BCE) — NE, x) gtt, x). 
其 左边 $ 的 次 数 至 多 为 ww, 根据 对 称 福 。 堪 边关 于 * 的 次 数 也 至 
多 是 mw。 男 一 方面 f(5, x) 关于 x 的 次 数 为 n， 于 是 mm 一, 除 
非 左边 是 零 ， 而 这 将 推 旧 (5 一 m8(5),，a EE 介 ; 与 

BE EY = YE 

矛盾 。 这 样 我 们 必用 w 一 z， 和 五 一 了 (7Y)， 如 前 所 知 ，E 吃 
生意 昧 着 7 是 超越 元 。 我 们 就 证 明了 以 下 : 

定理 8 5 吕 洛 斯 ),， 设 了 一 P(E), 是 如 上 的 超越 元 , 则 任何 
子 藉 互 乙 征 也 是 单 超越 扩张 : 一 BL7)，7 是 要 越 元 。 

吕 洛 斯 定理 对 于 超越 次 数 "> 1 的 纯 超 越 扩张 P/B 是 无 效 
的 ， 这 方面 的 最 好 结果 是 卡 斯 特 罗 努 秒 - 沙 利 斯 基 〔Castelnuove- 
Zariki) 定理 : 如 果 有 是 代数 封 闭 的 且 了 一 2， 苛 PIE 是 可 分 
的 , 且 Ej 的 超越 次 数 等 和 2 则 Ej/ 是 纯 超 越 扩张 1， 
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1。 证 有 明 : 如果 二 名 ( 必 , 轨 )， 本 是 超越 元 而 且 六 中 一 1 下 了 是 绾 超越 扩张 。 
2。 设备 是 有 限 域 ，| 理 | 一 9 二 p”， 求 中 (XB 的 代 罗 瓦 磅 的 阶 ， 其 中 要 是 妩 


1) 夫君 口 , 沙 利 斯 基 。 让 理性 Py 一 Pi = 二 0 的 Castelnuovo 禾 别 法 、[iaojr 
Jonr. of Mothe, Vol. 2C1958) spp. 303—313. 著者 广 - 


" 1356" 


起 学. 
3. 结 出 多 [8] 的 没有 单一 生成 蕊 的 革 代 数 例 学 〔 二 总 者 越 元 )， 

4. 设 P 一 末 ( 才 省， 志 ; 是 代数 无 闫 的; 设 三 是 P 的 对 称 元 所 成 的 壮 
域 , 即 三 是 在 所 有 自 同 鬼 Ae7):83er ce 二 之 下 不 变 的 元 的 全 朱 : 其 中 是 1 3 
mm 的 置 络 ， 证 明 ，、 三 是 超越 次 数 为 虞 的 印 起 越 扩张 ， 对 学 域 入 己 卫 证 明 同 样 的 结 
论 ,A 大 在 所 有 自 同 构 4(cy 之 下 不 蛮 的 元 所 成 之 子 域 而 其 中 0 是 交错 群 的 元 素 . 
《还 不 知道 这 绪论 对 S$w 的 任 一 子 群 如 是 否 拒 立 ,》 


5, 线性 未 相 交 性 及 可 分 超越 基 设 中 的 竺 征 户 夭 0，P 一 
有 (5 4)、 这 里 赴 超 越 元 日 一， 则 姑 }) 是 PB 的 超越 基 ， 
而 P 在 得) 上 是 不 可 分 的 。 另 一 方面 ,了 一 Bw) 在 P 上 可 分 . 
这 个 简单 例子 至 明 扩 张 的 某 个 丰 越 燕 B 可 能 优 于 其 他 的 基 。 它 能 
使 了 /DP(B) 是 可 分 代数 扩张 。 还 要 指出 ， 这 样 的 基 不 一 定 都 在 
在 , 例如 Pj@ 是 代数 扩张 但 不 一 定 是 甸 上 的 可 分 扩张 ， Pj 加 的 
一 个 超越 基 户 称 为 可 分 超越 茶 ,如 果 P 是 BCB) 上 的 可 分 代数 扩 


到 一 个 Pj 是 可 分 生成 的 判别 法 。 它 以 下 面 重要 概念 为 基础 . 

定义 2 设 FE 和 EE, 是 任意 域 Pl 的 子 代 数 ， 称 了 和 EE; 
在 上 是 线性 不 相交 的 。 候 车 由 E, 和 轧 生成 的 子 代数 EE， 是 
张 量 积 E,@oE;，。 和 宽 精 确 邮 说 就 是 BoB 到 五 , BE 内 的 典范 
同 态 si@ss ~ e183 蚌 一 个 同 构 ( 见 导 言 .3), 

回顾 导言 中 得 到 的 EE 一 EWaEi 的 条 件 是 有 好 处 的 ， 首 
先 我 们 知道 ， 它 的 一 个 充分 条 件 是 和 E; 分 别 存 在 在 上 的 基 
{ze), (2) 使 (tovg) 是 EE; 在 钾 上 的 基 。 因为 子 代 数 五 ,BE; 的 
每 一 元 总 是 元 tetp 的 线性 组 合 ， 可 见 EE; 一 上 ,WoE， 的 充分 
条 件 是 存在 El 和 Es/ 甸 的 基 (nc)，(vp) 使 {wv} 是 到 无 
关 的 . 假如 EE, 是 了/ 的 子 域 。 若 FE 有 在 更 上 的 基 (wg), 使 (za) 
是 E, 无 关 的 : 则 EE; 一 已 GoPEi， . 

反之 ,假若 EE, 和 忍 是 线性 不 相交 的 子 代数 ， (mo) 是 已 /和 
的 性 一 个 基 (ws) 是 Es1® 的 任 一 个 基 , 则 《se 是 BE3/ 旬 的 
基 ， 类 似 的 , 若 E, 是 子 域 ， 则 (va) 是 E162/1E， 的 基 ， 我 们 还 注 
意 到 , 子 代数 EB, 和 £; 的 线性 不 相交 性 意味 着 : 着 wo} 是 下 /下 
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的 线性 无 闫 了 党，{zs} 是 i/ 名 的 线性 无 关子 集 , 则 1wwvy} 是 
中 无关 的 . _ 

入 次 注意 到, E, 和 BE 是 盏 上 线性 不 相交 了 代数 当 且 人 羽 当 分 
别 百 El 和 ;生成 的 于 战 8; 利 外 在 下 上 是 线 镀 不 相交 的 。 因 为 
藻 0, 和 0 有 此 性 质 , 则 EE, 和 ;也 有 ， 因 为 按 找 位 的 判别 法 , 线 
性 不 相交 懂 数 的 子 代 数 也 是 线性 不 相 次 的， 友之， 假如 和 世 ， 
是 线性 水 相交 的 , 令 sy 2 "sg Em 是 0, 的 更 无 闫 元 ， Wi1s 计生 
az 是 全 的 更 无 关 元 。 或 们 可 以 写成 辣 一 上 1， 一 Wn 1，， 这 
里 8 二 卫 :。 ys ne E;, ol {E81 于 “sy Sm} 是 El 的 更 无 关子 
乐 ，{yuo ip 9 是 Ei 的 多 无 关于 集 ， 所 以 国有 这 mw 个 
元 是 多 无 尖 的 。 从 而 Sami 岂 是 名 元 关 的 。 这 就 得 到 0, 和 | 8; 在 


呈 上 是 线性 不 相交 的 ， 
我 们 感 兴趣 的 基 了 的 了 咸 ， 为 要 逐步 证 明 线 性 不 相交 性 ， 需 
现下 西 引 理 ， 


引 理 ， 疫 Ei 和 Ei 是 Pj 的 子 域 , A: 是 Ei/ 名 的 子 域 , 见 
和 Es 在 上 线性 不 相交 当 且 仅 当 专 下 两 个 条 件 成 六， (1) A 
入 在 旬 上 线性 不 相交 及 (2) 域 ALE) 和 玉 ， 在 Ai 上 线性 不 相 
交 。 


Ei(E,) 


ACE2) 


证 设 (1)} 和) 成立, 令 (to) 是 EP 的 基 ， 由 (1) 得 
如 在 A1 上 线性 无 关 ， 而 这 些 元 含 于 A(B3) 中 ， 由 (2) A&(B;) 
与 [As 在 A, 上 是 线 转 不 相交 的 ， 所 以 如 在 有 上 是 线性 无 关 
的 , 放 五 和 冲 在 到 上 是 线性 不 相交 的 。 反 之 ， 设 五 积 如 在 范 
上 线性 不 相交 ,显然 A, 和 BE 在 盏 上 线性 不 相 黎 : 即 【 人 成立 。1 
恨 设 知道 如 时 (#e) 是 在 A, 上 的 基 ，(ze) 是 和 ,在 下 上 的 基 ， 


日 5 


{w,) 是 已 在 出 上 的 基 ， 则 (wapsw) 是 EB 在 人 上 的 其 ， 办 
此 , 若 有 关系 式 Bcino, 二 0，cj€ BA1， 则 每 一 个 ci 一 0. 今 设 
BBs = 0, iE EI)， 6 可 写成 6; 二 cod! cp, d€ BEA, 则 
得 到 Ze 一 上 9， 6 一 0 及 565? 一 0， 这 就 证 明了 Ei/As 的 基 
(ue) 是 A(E2) 无 闫 的。 从 而 EE， 与 A E,) 在 A, 上 是 线性 不 
得 交 的 . 

现在 营 手 研究 线性 不 相交 性 各 可 分 性 。 设 P 了 是 特征 #8 关 0 的 
域 中 之 扩 绝 万 ， 考察 了 的 代数 闭 包 4 ( 它 包含 名 的 一 个 代数 闭 
包 }，4 中 满足 YE 和 的 元 Y 所 成 的 子 集 和 fr ， 这 是 惠 上 的 子 
域 。 我 们 对 P 和 P+" 在 上 的 线性 不 相交 性 感 兴 趣 ， 在 研究 这 
一 问题 时 ， 注 意 到 以 下 简单 准则 是 有 用 的 : 集 {pi, p，:'…*, pn 
(pi EP) 是 到 ”无 关 的 当 且 仅 当 fei ?2,…, Pp?} 是 名 无 关 的 ; 
因为 假设 ZBipi 二 0, BeE@ ， 则 Zop? = 0, oi = PrE BB, 
一 方面 , 如 果 Faip? 一 0，ai E 旬 ， 则 由 于 4 包含 吕 的 一 个 代数 闭 
包 , oi 一 所 ,PED '， 故 有 28?p? 一 0， 因此 (ZBip7)* 一 0 和 
Zpipi 一 1。 显然 在 这 两 种 情形 中 &; 一 0 当 且 仅 当 训 一 0， 现在 
建立 以 下 准则 

定理 和 如果 P 了 是 名 的 代数 扩张 (可 能 是 无 限 维 的 )， 则 P 在 
中 上 是 可 分 的 当 且 仅 当 了 和 和 Br 在 上 线性 不 相交 ， 

证 ”我们 知道 ，P 在 名 上 的 代数 元 * 是 可 分 元 当 且 仅 当 PE 
多 (pC31.9 的 引进 2), 先 设 P 和 ?在 必 上 线性 不 相交 HH pe< 了 P， 

[B(p):@] = a. 

则 (1 py 疡 ， Pp" +)】 让 名 (p) 二 人 BLp] 的 基 ， 因 此 这 些 元 是 
和 ”无 美的， 而且 1 p? pv pm 2 是 有 无 关 的 这些 元 共 
有 ?个 且 均 合 于 8Lp) 中 , 玻 是 Blp) 的 一 个 基 . 庄 此 得 到 pf6: 
(pf)， 疏 PP 在 名 上 是 可 分 能 ， 及 之 ,假设 P 了 在 上 是 可 分 的 ， 令 
{p po 是 P 的 理 无 关 的 有 限 子 集 。 我 们 可 以 将 这 个 子 集 氢 
和 人 有限 维 子 域 Bj 多 中 。 且 可 替 已 /G 选择 一 个 是 (pi,*…*，pn， 
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patb sy pq) ,EE 的 任何 元 5 都 是 p(t1 所 7 志 9) 的 一 个 下 线性 
组 合 ， 则 s* 是 忆 的 一 个 名 线性 组 合 ; 这 对 8 一 (a)?，6? 一 
Ke, 同样 成 立 。 此 外 因为 8 是 可 分 的 , s € @(s?) 一 BL?]， 
于 是 5 本身 是 好 的 一 个 外 线性 组 合 ， 因 为 [E:8] = 4 敬 (pi， 
并 ,04) 是 EE/ 名 的 一 个 基 ; 所 以 {pi,-…,p?} 是 和 无 关 的 ， 
而 fp ps) 是 和 ”无 关 的 .因为 fp …， pn} 是 了 的 任 
一 有 限 多 无 关子 集 ,这 就 证 明了 了 与 9*” 在 轩 上 线性 不 相交 . 

我 们 证 明 以 下 

定理 10， 若 P 是 中 的 纯 超 越 扩 张 ， 则 了 和 8B*"! 在 加 上 是 线 
性 不 相交 的 . 

证 没 P 了 P= @(B),8 是 代数 无 关 集 , 已 知 P 与 $+ "在 PP 上 
线性 不 相交 当 且 仅 当 8 中 元 的 多 项 式 所 成 的 子 代数 名 [B11 与 辕 ” 
线性 不 相交 ， 为 了 证 明 后 者 成 立 , 只 要 找 出 8[B81/@ 的 8* ”无 
关 的 基 就行 了 。 为 此 ， 我 们 取 #。€ 8 的 单项 式 组 成 的 基 对 ， 显 
然 , 如 果 办 和 z 是 不 同 的 单项 式 , 则 过 和 mr 也 是 不 同 的 单项 式 ， 
因此 加 的 元 之 ?次 案 的 符 MM* 是 下 元 关 集 。 因 此 对 是 入 ”无 关 
的 ， 所 以 @B[B81 基线 性 术 相 交 于 上 ”的 ,证 毕 . 

现在 可 以 来 证 明 主 要 定理 

麦克 莱恩 (Maclane) 准则 ， 设 Pj 是 可 分 生成 的 《 畦 征 
为 站， 则 P 和 Br ”在 中 上 是 线性 不 相交 的 ;反之 ,车 P 在 中 上 有 
限 生成 , 且 P 和 "在 四 上 线性 不 相交 , 则 了 是 由 上 可 分 生成 的 ， 

证 首先 设 P 在 名 上 是 可 分 生成 的 、 也 就 是 说 P 了 在 多 上 有 臣 
越 基 8 使 得 P 是 了 = 人 (8B) 上 可 分 代数 扩张 ， 由 定理 10, 2 和 
gr” 在 由 上 是 线性 不 相交 的 。 由 定理 9, P 和 路 "在 上 和 也 是 
线性 不 相交 的 。 因此, P 和 3*”“ 在 了 上 的 子 域 (87"') 在 3 上 
是 线性 不 相交 的 ,由 引 理 得 到 P 和 ?rr ”在 出 上 是 线 竹 不 相交 的， 

其 次 假 没 P 一 名 (#51 61, 二 wm)，P 了 和 7”' 在 史上 是 线性 
不 相交 的 .不 妨 设 {8,, 52,"… 所 } 是 一 个 超越 基 , 而 名 + … 
5 是 D5 ,51) 工 的 可 分 代数 元 。 如 果 了 一 如， 则 {51 ……'， 
5} 是 司 分 超越 基 ， 因 此 假设 5 是 T= P(E Sr) 上 的 不 
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可 分 代数 元 ，f(x) 是 后 在 3 上 的 最 小 多 项 式 。 用 ,6 
的 适当 的 多 项 式 线 f 得 到 一 个 多 项 式 F{&,, ,5 全， 
3 r+]， 它 在 P1854,-……, 5 *] 上 是 不 可 约 的 且 满 中 FE 
一 0。 因为 地 是 不 可 分 多 项 式 ,所 以 它 是 关 的 一 个 
多 项 式 , 从 而 RCS yz) 是 *? 的 多 项 式 . 我 们 断言 , 存在 
一 个 &(1 所 1 坊 ?) 使 F 不 是 对 的 多 项 式 ， 否 则 、 和 在 F 中 实际 
出 现 的  , 嫩 ,…*, 霹 ，* 的 单项 式 都 是 P 次 血 的 .这 就 推出 
下 人 

在 @” [zj] 中 成 立 ， 于 是 HC ,5 $4) 一 0， 
在 互 中 出 现 的 吉 ,…* 厅 ， 541 的 单项 式 在 B* ”上 线性 相关 , 因 
此 由 了 P 和 ”线性 不 相交 的 假设 推出 这 些 单 项 式 是 @ 相关 的 ， 
由 此 得 到 4， 是 多 项 式 4(x) ecE3[z] 的 根 ，h Cx) 关 0， 而 次 数 
低 于 f, 这 与 1 是 #41 在 荆 上 的 最 小 多 项 式 这 一 事实 了 矛盾。 这 就 
表明 我 们 可 以 假设 F(&,"…*, #.，、x) 不 是 训 的 多 项 式 ， 由 关系 
式 F(é,, "> #+1) 一 上 0 可 号 基 DS,, ‘rs ry sr 上 的 
代数 元 ， 因 为 与，…， 嫩 也 是 这 信子 域 上 的 代数 元 ,显然 【各 
tr B+1) 是 一 个 超越 基 ， 

我 们 来 证 骨 与 在 2 = 全 ( ,641) 上 是 可 分 的 ,已 
知 Flé, "+ try ) 在 BIE + Er 1 不 可 约 ， 于 是 下 (xy 
hy) 在任 [x, 妆 和 7] 中 不 可 约 , 这 里 zy x 7》 
是 未 定 元 :因此 这 个 多 项 式 在 @(s,，…* ,x 7)[x] 上 不 可 约 , 此 
处 到 mr 攻 是 轴 [oa sgyy] 的 分 式 域 ， 因 为 名 ,…， 
外， 名 + 是 多 上 的 代数 无 关 元 ,所 以 在 使 jy (2 才 1 才 +)， 
7 一 541 成 立 的 下 同 构 下 有 独 [(63， 和 上 洋 D(x 
xry 7)。 村 是 下 (xz 与， fr E41) 在 中 (5 "Ers Est+1) Lx] 
中信 可 约 ， 所 以 这 是 所 在 上 的 最 小 多 项 式 的 倍 式 ， 因 为 这 个 
多 项 式 不 基 x* 的 多 项 式 ,故而 是 上 的 可 分 已 数 元 ,因为 (1 起 
fs) 是 四 上 的 可 分 代数 元 , 1 是 2 上 的 可 
分 代数 元 :所 以 总 是 于 上 的 可 分 代数 元 ， 如 果 将 各 衬 的 下 标 适 当 
调整 , 则 有 超越 基 5,…,5; 使 得 每 个 号 (1 所 7 扫 ， 十 站 在 和 
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… -总 ) 上 是 可 分 代数 元 ， 这 就 建立 了 归纳 步 又 使 我 们 能 在 生成 
元 Em 中 选择 上 1,…', 8 使 每 一 二 是 2 一 (8 1) 
上 的 可 分 代数 元 ， 因 此 和) 是 Pj 页 的 可 分 超越 基 。 从 
而 完全 证 明了 定理 的 第 二 部 分 。 

指出 下 面 这 一 点 对 将 来 点 用 是 重要 的 , 即 如 虹 P 一 四 (5 
Em) 与 “在 外 上 线性 不 相交 ,我 们 已 经 证 得 可 以 集 [81 $2,"…， 
tm} 中 描 出 可 分 超越 基 ， 我 们 还 指出 下 述 的 

推论 (F. K， 施 米 特 〈F. 及 ，Schmidt))， 如 果 人 是 完备 域 ， 
则 任何 代数 函数 域 PB(51,--…, Em)】 在 全 上 有 可 分 超越 基 . 

这 是 麦克 莱恩 准则 的 直接 结 闻 。 因 为 了 确实 是 线性 不 相交 于 
pr 一 玫 的， 

已 经 证 明 的 结果 ,特别 是 定理 9, 自然 使 我 们 可 技 以 下 方法 推 
广 任意 域 扩张 (不 一 定 是 怀 数 的 ) 的 可 分 性 概念 

定义 3 域 了 在 @ 上 是 可 分 的 ,假若 其 特征 为 0, 或 特征 ? 普 
0 和 而 了 在 和 上 线性 不 相交 于 她 

定理 9 表明 ,如 条 了 是 多 的 代数 扩张 ,这 就 等 价 于 通常 的 可 分 
性 概念 。 麦克 莱恩 准则 表明 ,如 果 P 在 多 上 是 有 限 生成 的 , 则 它 在 
全 上 可 分 当 且 仅 当 P 在 下 上 是 可 分 生成 的 。 以 下 定理 给 出 可 分 性 
的 两 个 性 质 ， 在 代 娄 (扩张 ) 的 情况 下 这 是 我 们 所 熟悉 的 ， 

定理 ML，、( 人 1) 设 P 在 @ 上 可 分 , 互 是 和 上 了 的 子 域 , 则 EE 在 
旬 上 可 分 ，{2) 设 了 在 忆 上 可 分 , 刁 在 下 上 可 分 , 则 ?在 多 上 可 分 . 

证 不 坊 假 设 特征 Pp 关 0。(1) 由 了 P 和 多 ”” 的 线性 不 相交 
人 性 显然 可 推出 和 名” 的 线性 不 相交 竹 。(2) 我 们 已 知 四 ”在 
多 上 线性 不 相交 于 EF,E? 在 互 上 线性 不 相交 于 了 . 则 E* “的 
子 域 Be ) 在 上 线性 不 相交 于 P，。 利 用 引 理 可 得 $B* “和 P 
在 更 上 线 任 不 相交 。 所 以 了 在 甸 上 是 可 分 的 ， 

我 们 用 而 个 否定 的 结果 求 结束 本 节 的 讨论 。 首 先 , 我们 已 姑 
若 P 了 在 争 上 是 可 分 代数 的 , 则 P 在 任何 中 间 域 上 也 是 可 分 代数 的 . 
但 在 一 般 情 形 下 这 是 不 对 的 。 如 是 超越 元 ， 在 特征 了 去 0 的 情 
况 下 人 P(E) 在 加 上 可 分 , 但 PB(5) 在 (#8?) 上 不 是 可 分 的 。 其 
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次 要 注意 ,一 个 域 可 能 是 在 名 上 可 分 的 ,但 不 是 可 分 生成 和 的， 下面 
为 题 中 的 第 1 题 给 出 这 洋 的 例子 ， 


习 题 30 


1. 记 钙 的 坪 证 请 寺 0， 了 二 和 (二 上 4 吉 ? 演 蛙 台 是 二 上 的 超越 元 ,证 
时 P 查 更 土 可 分 旭 不 是 可 分 生成 的 , 

2， 法 更 ?下 是 RC3 呈 ) 的 代数 党 他 的 子 域 ， 出 油 足 才 p"€ 全 的 元 志 组 成 、 令 
二 27” 二 UB?7m， 评 有 明 P 在 和 上 可 分 当 且 权 当 P 了 和 中 ?-” 在 呈 上 线性 不 相交 . 

3. 设 下 和 生 ! 驯 是 Pj/ 约 子 域 ， 且 台中 层 引 十 丰 的， 而 入 1 中 嘴 信 数 
的 证明 和 么 在 再 上 古 然 性 不 相交 的 ， 

3， 售 焉 一角 (全 轨 二 TT) 出 的 特征 六 学 3 雪 9， 二 是 代数 无 其 的 且 

T = EE? +. 

证 明 P 在 吾 一 中 (9)》 上 不 是 可 务 生成 的 . 
5. 《这 克 莱恩 ) 设 中 中 一 全 畦 征 疡 款 和 的 完全 威 ，P 是 种 的 一 仿 不 完全 扩张 成 昌 
trd。P1Z = 一 1， 证 阴 了 在 中 上 是 可 分 生成 的 ， 


6. 导 子 ”我 们 知道 ， 引 人 通常 的 多 项 式 的 形式 导数 在 讨论 重 
根 时 是 很 有 用 的 ， 白 Hz) 一 了 (zx) (ftw) 的 形式 导数 ) 所 定义 的 多 
项 式 代数 8[x] 到 其 自身 的 瞎 射 是 在 代数 @[x] 中 求 导 的 特例 ， 
一 般 来 说 。 考 虑 一 个 子 代数 到 代数 的 求 导 蚌 比较 方便 的 。 下面 给 
出 这 个 东 代 数 中 非常 重要 的 一 般 概 念 ， 

定义 4， 设 所 是 代数 急 的 一 个 于 代数 ， 氏 到 委 的 一 个 导 子 
是 寻 到 多 内 的 一 个 线性 肌 射 , 满 尾 
(8) (ab)D = (aD)b + a(bD) (Cab eA), 
如 里 外 一 昌 。 则 称 为 所 中 的 导 子 . 

我 们 主要 是 对 代数 备 数 域 的 导 子 感 兴趣 ， 本 节 讨 论 导 子 的 扩 
张 久 及 关于 代数 到 家 身 内 所 有 导 子 组 成 的 代数 系 的 一 般 结 果 ， 我 
们 开始 讨论 时 首先 要 注意 到 : 剑 究 导 子 等 价 于 研究 其 种 类 型 的 代 
数 阿 构 ， 这 使 我 们 能 够 田 癌 态 的 祖 应 结果 得 到 关于 导 子 的 主要 忻 
质 ， 为 此 ,引信 基 域 加 上 含 基 (1, 的 代数 乞 , 其中 虱 汪 规则 为 
二 0 因此 信 == BLx]/(w),，x 是 未 定 元 豆 , t 是 陪 集 x 十 (x*), 
如 果 当 是 任意 代数 ， 那 末 我 们 如 下 构成 代数 区 克 信 ， 如 果 我 们 按 
通常 的 方法 将 名 与 元 & 久 1 的 子 代数 等 同 电 米 。 将 各 与 元 1 多 
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aae 各) 的 子 代 数 等 同 起 来 , 那 末 多 @S 的 元 可 以 唯一 好 表示 为 
加 十 blbi€ 色 ) 的 形式 ,上 是 吝 的 生成 元 素 。 我 们 有 妈 局 , 测 
肌 至 的 & 中 的 一 般 滋 法 规则 为 
(9) Ch Tt bi leo tt et) = Boe TF (Choc + bico)s, 
已，cre 8。 代 数 3@ 亿 作 名 上 的 对 偶数 代数 . 
现 设 吃 为 寻 到 器 内 的 导 子 。 可 以 用 它 来 定义 导 到 加 @@ 生 的 
且 射 := sD)》 如 下 : 
10) a = a 中 (aD)s, 
显然 s 基线 性 的 ， 而 且 当 sa, #8 中 时 有 
ub 一 《2 (aDh)e + (HD)) 
一 gb+ (CabD) FT CaDYeYs 
= a +t (ad DY) 
— (ad)’, 
所 以 :是 代数 站 到 对 偶数 代数 名 @ 全 内 的 同 态 。 同 态 有 一 个 
简单 的 刻 划 。 为 此 我 们 引 人 加 名 3 到 委 内 的 映射 
x at bla, da, BEB. 
显然 , 这 是 8@ 到 名 内 的 同 态 ， 且 在 子 代数 罗 上 是 重 等 映射 ， 
由 此 可 见 , 若 a€ 所 ，s 蚌 由 对 到 名 内 的 由 导 子 力 按 (10) 所 决定 
的 映射 ， 则 a 二 (a 十 (aD)7)" 一 a. 显然 这 个 茶 件 保证 了 * 是 
一 个 间 构 ， 
反之 , 令 : 是 久 到 当 罗 S 内 的 同 态 且 a” 一 4，、a€ 对 1 则 
dg 二 bi, 
a, EE 加， 其 中 5 是 由 # 叭 一 决定 的 ,因此 有 据 射 D: a 一 上 因 
为 a 一 a 十 (aD)i, 由 :的 线性 性 可 以 得 到 六 的 线性 性 ， 又 因为 
对 任意 ay 8E 虹 有 (eB) 二 a5， 从 而 得 到 
(g++ CaDN)o + (GD)) = od t CatbD) + CaD Ys 
= ab+ (lad)DY. 
因此 (eb)D 二 (aD)8 十 a(bD)，D 是 一 个 导 于 ， 故 有 以 下 
“EE; 
定理 12， 设 妆 其 各 的 子 代数, 是 并 于 名 内 的 导 子 , 则 
+ 14 9 


s+: a 4 (aD)t 

是 包 到 名 上 的 对 偶数 代数 名 @ 各 内 的 一 个 同 构 ， 且 使 a 一 a， 
反之 ;外 到 和 久生 内 的 , 且 满 足 a” 一 2 的 任 一 同 态 * 必 有 形式 : 
4 一 4 十 (aD)t。 这 里 DD 是 站 到 咱 内 的 导 了 于 ， 
由 导 了 与 局 构 之 阅 的 这 种 联系 可 以 得 到 一 些 简单 结 录 ,首先 ， 
设 半 是 代数 3 中 子 代数 包 的 生成 元 集 ，D, 和 妃 是 站 到 名 内 
的 两 个 导 子 。 假 设 对 每 一 + EX 有 xD 一 xD ， 则 x 二 x。 这 
里 5 一 :(D), 三 一 st) 是 与 避 和 DD， 相连 系 的 半天 和 例文 内 
的 同 构 。 于 是 对 每 一 4E 和 人 有 本 一 4 ， 帮 和 一 2 由 一 力 ， 
这 就 表明 ,如 杂凑 个 导 子 在 4 的 生成 元 集 上 是 一 致 的 ， 则 在 世 

也 是 昼 同 的 。 其 次 要 注意 ,如 果 s 是 入 到 名 的 内 的 同 态 , 卫 
对 一 切 x€ 半 《生成 元 集 ) 适 合 x 一 x， 那 末 对 一 切 sm 还 合 

”二 a。 所 以 : 按 所 指出 的 方式 定义 了 一 个 导 子 ， 

中 满嘴 条件 cD 一 0 的 元 素 。 称 为 也 常数 ,显然 < 是 党 
数 当 且 仅 当 对 于 同 构 :一 sD) 有 ri 一 <。 由 此 (或 直接 )} 可 知 ， 
刀 常 数 集 是 和 的 子 代 数 。 特别 地 ,1 是 对 每 个 导 子 了 的 避 觉 数 , 如 
亲民 基 交换 的 而 由 的 特征 为 ， 则 所 中 每 一 了 次 矫 均 是 思 常 数 ， 
因为 在 任何 交换 代数 中 ,由 口 的 基本 性 质 (83) 得 到 
(at)D = Kari(aD). 
因此 当 多 二 了 时 ,有 {eo*7)D 一 0。 我 们 还 机 注意 , 当 外 一 是 一 
个 域 时 ,P 的 DD 常数 集 作成 P 的 一 个 子 域 T. 这 是 明显 的 , 我 们 从 
对 :一 s(D) 的 考虑 或 家 接 由 取 关 系 式 YY 一 工 的 导 子 ， 就 可 
得 到 7 的 导 子 : 77D 一 一 (7YD)r” 这 一 花 则 推出 ， 如 果 pE 
P，7 ET, 则 对 于 导 于 人 D 有 (Yp)D 一 ?LpD), 这 就 表明 De DrtP， 
兽 }。 这 是 PJT 到 BT 内 的 导 子 集 ， 在 车 虑 域 的 一 个 给 定时 子 
D 时 ， 将 原来 的 基 域 提升 为 也 常数 所 成 的 域 T 或 了 /加 的 某 个 子 
域 互 /6 往往 是 方便 的 . 
现在 将 导言 中 推导 出 来 的 交换 环 同 态 扩张 的 两 个 基本 结果 [ 
和 IY 搬 到 导 子 上 来 ， 我 们 广 意 到 这 些 结果 对 域 遇 上 的 代数 仍然 
有 效 ， 所 以 将 它们 用 刘 这 种 形式 中 来 ， 关 于 导 子 扩张 的 第 一 个 结 
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有 果 是 : ， 
定理 坊 ” 设 了 是 名 上 的 域 , 站 是 P78 的 子 代数 (包含 1)，M 
基 纪 的 由 非 堆 元 (包含 1) 组 成 的 张 法 料 闭 子 集 。 令 %w 是 了 中 形 
如 q&at 针 ，5 EM) 的 元 的 子 代数 。 D 是 六 型 P 内 的 导 子 ， 
则 已 有 且 公 有 一 种 方法 扩张 为 as 到 了 内 的 导 子 。 
证 设 * 是 芒 到 PG@S 内 的 同 欧 :ax 一 a 十 (aD)t， 如 玉 
8 天 0 则 af 二 4 十 (aD)t 有 洲 元 a 一 x (aD)!， 因 为 
(a t+ aD)N (Ca! — 4 ‘(aD):) 

= 1] (aD)a ii— a (aD)! = 1, 
由 导言 中 的 I，， 可 以 扩张 为 au 到 PP 内 的 同 构 ， 这 个 扩张 是 哗 
一 的 且 使 a6"1 一 a(&) 我们 有 

qb) = (a (aD Nb — ED)) 

= ab lh (aDIb i ab MbD) Ye, 
这 个 公式 表明 ,如 果 s 表示 s 在 au 的 扩张 , 则 

Cab) 一 (CO 一 ab。 
二 是 :决定 了 yw 到 了 肉 的 导 子 
{11) ab li (aD)e ! — ab (bnD), 
证 明 过 程 中 还 表明 了 DD 的 这 个 扩张 是 唯一 的 ， 
其 次 , 考 处 了 /四 的 子 代 数 中 以 及 形 为 妾 [与 ,#8m] 的 
扩张 ,这 里 总 是 域 了 的 元 。 假 设 给 出 并 到 了 内 的 导 子 忆 以 及 了 的 
元 my ms- 和 gm。 我 们 来 寻求 关于 五 和 证 的 条件 ,以 使 忆 能 扩张 
为 [8 总 ys] 的 导 子 DE SD=m 人 一 1 2 1m), 
因为 几 和 名 生成 扫 [, "$5w]， 很 明显 ,如果 扩张 存在 ; 则 它 必 
然 唯 一 ， 和 前 面 一 样 , 考 培 各 到 P@& 内 的 能 满足 a” 一 a 的 同 
构 *: ea 一 2 二 (ecD) 那么 忆 能 扩张 为 [m3 到 P 了 六 
的 导 子 使 上 一 当 且 仅 当 * 能 扩张 为 M8， … "$m] 到 了 名 位 
内 的 同 构 昌 使 5 一 二 十 nxt， 显然 这 条 件 是 必要 的 ， 如 果 繁 件 成 
立 , 则 扩张 :满足 a” 一 a 和 #7" 一 5, 象 前 面 那样 ,导出 [61 "…'， 
zm] 的 导 子 。* 的 扩张 条 御 已 由 导言 的 IY' 给 出 。 我 们 知道 满足 
(5 5 Em) 一 澡 的 多 项 式 


+ oo 


friy Er] 
(x; 是 未 定 元 ) 的 党员 是 SEE， xn] 的 一 个 理想 ,关节 一 
个 :有 满足 加 一 (所 1 所 m) 的 扩张 的 条 件 1IV' 是 (5, 加 
tm) 一 0， 对 每 个 # EX 上 减 并 ， 这 里 的 半 是 旬 犁 生成 元 案 ，。 因 
此 DD 能 扩张 为 ML 到 P 内 的 寻 子 使 一 ni (f= 1， 
2，… + Wp)】 当日 仅 当 对 每 一 8 E 关 ， 有 
gE 二 一 
成 六， 这 里 革 是 使 入 5 4) 一 0 的 多 项 式 基 加 yo)E 
[x ] 的 理想 多 的 生成 元 集 ， 
我 们 着 手 详细 地 找 册 这些 条 人 忻 。 令 eEa， 考 碟 单 项 式 


Mixs +s, tm) = arhrh rh, 


则 
ME + nts Ea + nfs Em TF mf) 
= a{(t Ts TT mE + mt Dm 
— {a TF CaDIN (Bs 十 mi) ts ot a he (Eom 
十 not tm 
= athtd thr ot (a DEEPER Ei 
Tt (kattr lith.. Wm + Kaas hls 14 -Fi 
tt Ra le imeT Ep i) 
如 果 定 义 了 一 Ba pwr "x 关于 zi 的 形式 篇 导数 为 


DO - 
Of 一 eekas 生 “ri 1, 
Dx 


用 (全) 表示 它 在 (5, 与,…*， 5m) 的 什 , 则 上 面 的 计算 表 
明 


he, 


Mi'(é Tn Sm 于 mt) 一 M(B Em) 


十 [Mal&,,: “Sm) + > (en 小 


这 里 痕 (xo xm) 是 将 于 的 系数 羽 其 在 忆 下 的 象 来 奉 代 后 所 
| 得 到 的 多 项 式 ， 所 以 ,如 果 fe ALz,**, xm]， 那么 有 
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(12) ft, Tt ni ST mi Sm 二 nmt) 
= ftE,, ~“**, 上 十 fo{5,, “""y En) 
nm Bf 
T > (pe), ™ 
好 然 六 (CE 十 HN" "> tm 证 mi 一 当 且 仅 当 JE En)=0 
以 及 


(13) PE, ,+ 马 (六) m0. 
iS 


我 们 给 出 准则 可 以 叙述 如 下 

定理 14。， 设 久 是 域 Pj@ 的 上 的 子 代 数 ，E,, 5 "Em 
1 49m 是 P 的 元 ， 刀 是 和 到 了 内 的 导 子 .网 是 由 

Hé1s bm) —0 
的 多 项 式 号 r zw) EE [x+ Xm] 所 成 的 理想 , 关 是 多 的 
性 意 生 成 元 集 。 则 刀 能 扩张 为 中 [5，***, 5 到 P 内 的 导 子 且 
使 二 DD 下 一 4,2 1m) 当 且 仅 当 
D /0 

(14) Go (二 ) 小 一 0 


天 一 各 


对 每 一 &EX 成 立 。 如 果 扩 张 存在 , 则 它 是 崔 一 的 。 

这 个 结果 的 特殊 情形 如 下 ， 如 果 5 是 9 上 的 代数 无 关 元 素 ，、 
则 存在 3 上 导 子 媚 的 扩张 将 至 了 焉 到 夺 : 吕 一 环 ， 这 里 环 。 sm 
是 ?的 任意 元 。 显然， 羽 为 此 时 的 理想 内 一 0， 故 扩 张 的 条件 总 
是 满足 的 。 

下 面 考 碟 一 个 任意 代数 总 ， 子 代数 站 以 及 /多 到 名 /内 
的 导 子 的 亿 Do 对, 3)， 如 果 Di, De D(3%, 将) 而且 Ee 名 ,加 
cD; 和 DD 十 DD; 是 所 到 名 内 的 线性 且 射 此 外 ,如果 a, b& L， 

(ab) (aD) = aol (al) DD) = allaD)e 十 GD) 
= {aloaDNb + alb(oeD)) 
【GD 十 D) = (ab)D, + (ab)D, 
= (aD)b TatbD)} + CaD)e + atsD,) 


一 《人 十 已 和 十 atbtD, + D,)), 
这 就 证 明了 aD, 和 D, 十 D 也 是 导 子 。 因 此 Do(31, 和 3) 是 919 
到 多 /年 内 线性 了 射 空间 Dol 轩 ,3) 的 子 空间 。 以 下 令 * 是 3 的 
中 心 的 元 ， 象 往常 一 样 用 cs 表示 多 中 的 鼎 射 * 一 xc 一 cx 可 以 
断言 ， 如 果 妈 是 四 到 多 内 的 导 子 , 则 Ds 也 是 针 到 名 内 的 导 于 ， 
因为 Ps。 显然 是 线性 的 ， 而且 
(ea 有 De 一 〔(oD) + a(5D))。 
™ (aDe)s 十 al (CBD) ), 


破 DE D(A, 3), 

令 加 一 针 ， Do(9) 一 D(H, ) 是 所 的 导 子 集 .。 令 D,, Di€ 
D0)， 则 DD 是 空间 所 的 一 个 线性 变 挤 .但 

(2b)DD, = {a{bD) + aD) ED, 
= a(bDD) + (aD ED) + CaD ED,) 
+ {aD,D,)b., 
因为 (aD (8D,) 十 (aD,)(&8D;) 可 以 不 为 0, 故 DD 不 一 定 是 
时 子 , 这 个 “障碍 ”(aD}(8 访 ) 十 (aD)(5D,) 是 关于 Di; 和 D; 对 
称 的 ， 所 以 对 于 DzDi 也 产生 相同 的 障碍 ， 如 时 我们 作 [DD] 二 
DD 一 DD1， 则 这 些 “ 障 碍 ”就 可 消去 .显然 就 有 1D1D,] € 96(90). 
结果 是 : Dp(A) 是 % 的 线性 变换 空间 的 子 空间 。 而 且 在 李 换 位 子 
下 封闭 , 即 若 Di D;€ got， 刚 [PPD]egota)。 只 有 这 一 福 
质 的 So(%) 的 子 空间 叫 作 线性 变换 的 李 代数 。 李 积 [DD,] 是 双 
线 柱 的 但 不 是 结合 的 , 它 具 有 基本 性 质 
(15) LPD] 一 0, [LD.DBID] + LDD;]D,! 
t+ [D:D]D] = 0, 

第 一 式 是 显然 的 ， 第 二 式 直接 计算 可 得 ， 将 留 给 读者 去 证 明 ， 我 
们 撒 出 以 下 导 子 的 站 次 村 的 莱 布 尼 兹 (Leibniz) 公式 : 


中 
0 Cpr P(E) DIG 12, 
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对 让 用 有 扫 钠 法 基 容 易 证 明 的 ， 现 设 基 域 的 特征 7 也 0。 则 
(Ta=0 Go=1,2,..+,p—1) 


对 任意 ee af 成 立 。 所 以 在 (16) 中 令 匀 一 Pp， 就 化 简 为 

(17) (ab)D? = (aDrYb + eliDr), 

故 9e(at) 在 二 次 党 下 是 封闭 的 , 即 若 De Del%0), 则 Dre Do(%1). 
在 特征 p 天 0 的 域 多 上 疝 量 空间 的 线性 变换 的 李 代数 如 果 具 有 这 
种 额外 的 封 沼 性 , 则 称 为 特征 为 ? 的 限制 李 代数 . 


习 题 31 
1. 没 针 是 本 上 的 一 个 代数 ，d 《中 ， 验证 对 射 ->[ed] 一 aq 一 de 是 让 的 一 
个 导 子 ， 这 样 的 导 子 称 为 对 的 内 学 子 ， 证 阴 : 著 14 是 由 # 决定 的 内 部 子 , 则 
Loditods 一 id 十 tle, oi € $), 
而 其 taran 三 【Ta,1a,]。 还 证 其 ， 若 这 的 特征 疡 尖 0 区 Fen 一 (Te 
2， 令 可 是 代数 等 的 于 代数 ， 验 证 ， 叶 到 组 内 的 映射 吕 起 一 个 量子 当 且 权 当 匀 
到 算 阵 代数 种, 内 的 映射 
ff uD 
en 2) 


是 一 个 同 构 . 这 里 各, 是 舌 上 的 2X2 矩阵 党 ， 


7. 导 子 , 可 分 性 及 p 无 关 性 ”我 1j 继 续 研究 域 Pj/@ 的 导 子 . 
首先 注意 到 ,如 果 所 是 PJ@ 的 子 代数 , 则 Uj 到 P/9 的 车 子 
可 以 唯一 地 扩张 为 P 的 子 域 了 上 的 导 子 DP， 其 中 五 由 所 生成 ， 
因为 一 st， 对 是 % 的 非 堆 元 集 。 所 以 这 是 定理 13 的 特殊 情 
形 。 设 互 是 P19 的 子 域 ,D 是 E/@ 到 P/@ 内 的 导 子 , 令 & 
P， 若 是 P 上 的 超越 元 , 那 入 DD 能 够 扩张 到 B[5], 使 ED 一 9 
是 了 的 任意 元 素 ,这 是 定理 14 的 结果 .进而 , D 能 扩张 到 城 (8) 
使 8D 一 9。 次 设 志 是 马上 的 代数 元 。 从 而 BEIE] 一 E(5)， 令 
f(x) 是 在 B 上 的 最 小 多 项 式 , 则 BEx] 中 使 As) 一 0 的 多 项 
式 (x) 组 成 的 理想 多 是 主 理想 (f(x))， 因 此 定理 14 表明 必 能 
扩张 为 E(8) 的 导 子 且 使 $ 一 9 当 且 仅 当 
(18} 1°08) + (8) = 0, 
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ftz) 是 fx) 的 普通 导数 (参考 导 吉 的 VY)， 如 时 上 是 可 分 的 , 则 
7 会) 关 0， 且 由 《18) 给 出 人 一 一 疡 (7 所 以 给 出 了 的 
扩张 后 , 9 只 有 一 种 可 能 的 选择 ， 可 记 着 E(5) 是 EE 上 的 可 分 代 
数 扩张 , 则 EE/ 到 P15$ 内 的 导 子 有 且 公 有 一 种 方法 扩张 为 B(E) 
在 必 上 的 导 子 。 特别 是 , 若 在 E 上 有 吕 二 0， 则 D 在 E(#) 上 仅 
有 的 扩张 学 子 是 D = 0 了。 如果 居 不 可 分 的 ， 划 (#8) 一 0。 因 
此 口 能 扩张 为 EF(E》 的 时 于 当 旦 权 当 19(8) 二 0, 而 当 这 一 笨 件 
被 满足 时 ,对 任意 选 定 的 9EP, 也 可 以 扩张 到 BE(5) 上 使 5D = 
7。 如 果 F 二 x 十 or" 十"…:， 则 
POD = (emD)r + (oD)r" 一 十 

因为 Hx) 是 最 小 多 项 式 , 则 条 性 1?(8) 一 0 成 立 当 且 仅 当 每 一 
wD 一 4。 于 是 六 可 扩张 到 ELE) 上 和 起 是 吾 上 的 不 可 分 代数 元 ) 
的 充 要 条 件 是 在 FE 上 的 最 小 多 项 式 的 系数 是 刀 常 数 。 特 别 ， 在 
1(x) 二 x? 一 0 的 情形 下 需要 这 个 判别 法 。 这 时 的 笨 件 简化 为 
ca 也 一 0 

今 设 P 一 (8 ,wm) 为 且 和 能 有 限 生 成 扩张 域 ( 即 代数 
函数 域 }. 多 是 出 [mi ye] 中 使 及 和 六) 一 0 的 
多 项 式 f(t, mm …，xm) 组 成 的 理想 , 关 是 内 的 基 ， 如 果 姜 是 代 
娄 [81 二 ;55]/ 甸 到 Pj 内 的 导 子 , 则 DD 在 Pi/8 上 有 唯 
一 的 扩张 .定理 14 (应 用 于 中 上 的 导 子 D 二 们 表明: 存在 一 个 
多 [到 了/ 台 内 的 (从 而 了 /多 到 其 自身 内 的 )、 
使 SD=nG 一 1,2,."*, 吉 ) 的 导 子 当 且 仅 当 

及 

(19) > (30) 一 0 


对 每 一 EEX 成立， 

在 上 一 节 曾 提 到 P/@B 的 导 于 集 op(P)， 人 而 且 看 到 ， 当 特征 
p 天 D0 时 这 是 线性 变 横 的 限 物 李 代 数 , 而 且 9o(P) 在 元 palp 
P) 右 乘 下 封闭 ， 所 以 GoelP) 是 P 上 右 疝 量 空 间 &stP)] 的 子 空 
间 ( 罗 51.1)。 现 将 9e(P) 作为 P 上 右 向 量 空间 加 以 证 究 ， 其 中 
Pp = BE $29) tm) 


为 此 ,我们 引信 天 元 组 【py 说 ,vv，pon) 关于 普通 吉 靶 及 了 
的 元 的 魏 法 所 成 的 右 向 量 空 间 P”， 这 里 meEP。 如果 D9 一 
DelP)、 则 把 书号 到 元 以.D, 三 D,… ,SmD)E Pm 的 贞 壬 是 P 
线性 的 ,因而 它 的 象 9' 蚌 PP 的 子 空间 ， 落 与 已 一 {1&1 起 
坝 )， 由 于 而 是 PP 一 B(6, 癌 En) 的 生成 元 ; 故 了 一 0。 这 
就 表明 9 到 上 的 映射 D 一 (8D) 的 核 是 0， 所 以 这 个 映射 是 
D9 到 "上 的 P 了 线性 同 构 . 

雇 下 用 前 面 定义 的 理想 锡 的 术语 描述 P” 的 子 空间 9'。 首 
先 村 注意 ,车 € @[z, Xm]， 则 里 射 


(20) :hs Ms Mm) (FE) ni, 
站 fid 和 


是 ?” 上 的 线性 函数 ， 即 是 P” 的 共 思 空间 Fe”” 中 的 元 ， 用 
d 革 表示 元 dg 生成 的 子 空 间 , 其 中 EX 关 是 多 的 生成 元 乐 ， 关 
于 (ns me) 的 徐 件 (19) 也 就 是 (ga 一 9， 对 一 切 
8 EX 成 立 ， 因 此 存在 元 DE DolP) 使 SD=ww(l 所 i 所 mm) 当 
且 仅 当 (wi)dg 一 和 对 一 切 8 EX 成 立 ， 显然 这 音 味 着 龟 ' 是 Po 
中 与 Po” 的 子 空 间 屏 关联 的 向 量 的 子 空间 【着 2, 中 译本 
P. 51)。 我们 知道 , 9” 和 号 的 维 数 之 和 为 m。 如 果 用 完全 理想 品 
代替 关 , 则 有 ”经 入 d 弦 ， 因 为 这 两 个 空间 有 相同 的 维 数 mm 一 [9 
Pjs 所 以 王 一 蜗 .这 上 就 证 明了 对 任何 两 个 生成 元 集 ， 号 总 是 
相 疝 的 ,这 也 是 容易 直接 君 出 的 ,我 们 所 得 的 结果 如 下 : 

定理 15， 设 P 一 邓 (5 号 。) 是 出 上 的 代数 函数 域 ， 
关 是 鸽 也 一 成 立 的 多 项 式 flxss Wy "ys rm) 
所 成 的 理想 网 的 生成 元 党 ，3o(P) 是 P/ 鲁 的 导 子 所 成 的 者 P 向 
量 空间 .小 么 
(21) [Do(P):P] = m — [ad¥:P]r, 
这 里 d 半 是 由 (20) 所 确定 的 线性 函数 dg 的 集 ，geE 天 。 

如 时 半生 48, 如 ,名 ]， 则 队 打 的 定义 及 维 数 与 行列 式 
的 秩 的 关系 (着 2, 中 译本 p. 20) 可 知 , [d 搓 :Pls 显然 是 下 列 此 阵 
的 秩 : 
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(22) (39) (名 (2 
Ox jf \ Ox2d#j= 4 


(2) (到 ... 8 
站 如 Ni-#} Ey Xm jy 


因此 ,这 个 “ 雅 可 比 " 和 矩阵 的 秩 与 (21) 给 出 了 P 上 9ofP) 的 维 数 ， 

我 们 从 P/e 的 构造 的 角度 用 不 同 的 方 靶 来 考察 这 些 问 题 , 首 
先 证 明 下 述 的 结论 

引 理 设 P 了 一 (5 ,5m)， 那么 0 是 PP/ 到 自身 内 
的 仪 有 的 导 子 当 且 仅 当 P 在 更 上 是 可 分 代数 的 . 

证 设 P 是 ?的 可 分 代数 元 而 DP 是 P/8 的 导 子 ， 则 已 知 有 
PD 一 0， 因此 当 P/@ 是 可 分 代数 扩张 时 ; 则 D 一 0 是 P/5 的 仅 
有 的 导 子 。 下 没 了 在 外 上 不 是 可 分 代数 的 , 不 妨 令 {6 64,… sr} 
是 超越 基 ( 如 果 了 是 代数 的 , 则 * = 90).。 若 P 在 有 (55 
上 不 是 可 分 的 ， 则 其 特征 是 请 六 0。 设 马 是 ?的 子 域 ,由 了 中 在 
P(E ,上 的 可 分 元 组 成 。 则 P 忆 了 且 P 在 上 是 纯 不 
可 分 的 。 我 们 断定 ， 存 在 子 城 巨 己 孔 使 P 一 E(p)， 这 里 P 在 E 
上 的 最 小 多 项 式 是 ** 一 8(B< E)， 我 们 有 [P:3] < co， 可 以 
到 EE 为 P 中 包含 了 的 极 大 实 子 域 ,如 果 gE P， 关 EE， 帕 E 的 航 大 
性 得 知 P 一 E(o)， 内 为 P 在 3 上 纯 不 可 分 ， 所 以 在 B 上 也 是 纯 
不 可 分 的 ，o 在 E 上 的 最 小 多 项 式 形 如 x 一 8 全 之 0)， 则 

p= aot:¢E, E(p)IE. 

由 五 的 极 大 生得 到 五 (p) 一 了 。 此 外 ，p? 一 o 一 8。， 所 以 x* 一 
5 是 pP 在 五 上 的 最 小 多 项 式 . 现在 已 知 存在 PIE 的 一 个 导 子 DD 
使 pD 是 了 的 任意 元 ， 若 取 pD 去 0, D 是 Pj9 的 一 个 非 零 导 于 ， 
次 设 P 在 全 (8 5 ，……'， 机) 上 是 可 分 代数 的 。 但 因 了 在 和 上 不 
是 可 分 代数 的 故 了 > 0 而 且 存 在 和 上 人 [51,……,$r] 到 P 内 的 
非 零 导 子 , 它 能 扩张 到 了 , 因此 在 这 种 情况 下 也 得 到 P/@ 的 非 堆 
导 子 ， 

可 以 证 有明 关于 DptP) 在 PP 上 维 数 的 以 下 结果 ， 
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定理 16 如 果 了 一 出 (5 54)，。 则 [DsltP):P]x 是 
适合 下 述 条 和 件 的 最 小 整数 2 5 存在 了 于 集 人 
a" 5&5} 使 P 在 加 (54, 59，$) 上 是 可 分 代数 的 ， 

和 证 如 前 考虑 男 一 So(P) 到 Pw 内 的 肌 射 

D—*(lB.D, 2D,***, ED), 
已 知 这 是 到 了 AP 内 的 P 同 构 . 令 (Di, 妃 ,…*, DD,) 是 名 在 P 
上 的 右 基 ， 则 ss 所 mwm 且 名 在 Pt 内 的 象 有 蕊 (51D), 53D;,，*……， 
so 1 所 s。 5 Xm 阶 算 阵 (#1D7) 的 牧 是 :， 所 以 我 们 能 
够 选择 的 次 序 使 de{&D/) 天 0 (ii 拟人). 令 E=D(& 
人 是 了 /了 到 它 自 身 内 的 导 子 ， 则 DE 多, 所 以 
已 一 b> Dni, 


i=1 


wt P, 有 8 
HD WED 0 G1,2,, 0). 
i=1 


因为 det(5Di) 关 0， 这 就 得 到 每 一 gy 一 0, 区 DD 一 04, 所 以 DI 
的 仅 有 的 导 子 是 D 一 0。 出 引 理 P 在 E 二 人 $(8,, 5&2，………,&,) 
上 是 可 分 代数 扩张 。 设 {6574] 是 各 的 子 信使 P 在 
上 是 可 分 代数 的 。 我们 改变 5 的 次 序 ， 不 妨 
设 所 给 集 为 {1, 与 ，… ,#1}， 用 这 些 世 借助 于 暑 射 DD 一 (8;D) 
(1 委 1 魏 站 将 里 肌 人 P* 内 ， 这 还 是 P 线性 的 。 若 (5;D) 一 0， 
则 D 遥 二 B05 5) 到 0 ， 所 以 DD 是 PIE 到 它 自身 的 
导 子 ， 因 为 P 在 吾 上 是 可 分 代数 的 。 由 引 理 可 知 DP 一 0。 所 以 映 
射 DD 一 (5;D) 是 一 个 同 构 , 于 是 * 一 [多 :PJ]r 气 ,证 毕 ， 

推论 。 如 果 P = B(5, 三 ,… -5.6)， 则 

[DP)iP]rR + = tdPlo, 

等 式 成 立 当 且 仪 当 P 在 鲁 上 是 可 分 生成 的 . 

证 ”定理 16 表明 ,如 果 * 一 [D9:PJs， 则 可 以 假设 P 在 E= 
P(E 1 " "1) 上 是 可 分 代数 和 的、 因为 P 在 E 上 是 代数 的 ， 于 
是 寻 ,, 523" 包含 一 个 超越 基 ， 所 以 s 宇 r。 如 果 :一 +r， 
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月 于 了 ?在 已 上 可 分 ， 则 集 {81,53,… ,Sr}》 是 可 分 超越 基 ， 反 之 ， 
设 P 是 可 分 生成 的 , 那 未 可 以 从 上 的 集中 选择 可 分 超越 基 , 不 妨 设 
它 是 村 ,0 二}， 则 也 在 (5 ,上 是 可 分 代数 
的 ， 由 定理 表明 + 兰 [由 :P]z， 我 们 已 经 证 明了 [人 :Pj 空 +, 故 
[外 :PPJe 一 了。 

在 本 节 以 下 部 分 我 们 假设 域 ? 的 特征 是 了 考 0. 我 们 会 看 到 ， 
此 时 导 子 理论 与 单纯 不 可 分 扩张 的 研究 有 紧密 联系 。 假设 P 在 笛 
上 是 纯 不 可 分 《代数 的 )， 若 p EP， 则 P 在 名 上 的 最 小 多 项 式 形 
如 xr 一 P (5 1.9 引 理 2), 称 。 为 纯 不 可 分 元 素 P 的 指数 ,显然 
指数 为 0 当 和 且 仅 当 6 名， 如 果 P 卫 的 元 的 指数 有 最 大 值 碟 , 则 称 P 
在 四 上 的 指数 是 ,否则 Pj 的 指数 是 无 限 的 . 
我 们 特别 感 兴趣 的 是 指数 志 1 的 纯 不 可 分 扩张 ， 了 关于 外 
具有 这 一 性 质 当 有 昌 仅 当 PP 人 9。 这 里 P? 是 PP 的 元 的 次 星 所 成 
子 域 .如 果 了 是 特征 为 训 的 更 的 任 一 扩张 , 则 了 P 在 针 一 丰 (Pr) 上 显 
然 是 指数 和 上 的 纯 不 可 分 扩张 我 们 称 元 素 PEP 驹 P 的 子 集 
3 在 下 上 上 的 P 中 是 ?相关 的 :假若 PE ( 5， 其 中 dr 一 bP?). 
用 p<p3 表示 这 个 关系 (在 讨论 中 假定 P 与 名 是 固定 的 )， 我 们 
来 证 明 这 就 是 $ 3 意义 下 的 相关 关系 . 首先 ,如 果 pk 5, 则 显然 有 
PEBCS), 所 以 p 三 s5， 如 果 p 三 25, 则 pE 四 (5)。 因 为 @'(5) 
是 共 子 域 和 (FE) 的 并 《这 里 是 5 的 有 限 子 集 )， 若 对 5 的 某 个 
有 限 子 和 集 F 有 p 二 oF。 如果 pt 人 (5) 而 且 每 一 re 5; 和 包含 在 
双人 (T) 内 , 则 PE 多 (了 )， 因 此 车 p < p53， 而 且 每 一 o€5 满足 
5 所 好 ， 则 pP<pT。 剩 下 要 检验 替换 公理 ,就 是 说 , 若 pe 多 (3)， 
而 p# BS 一 {o) 对 8 的 某 5 成 立 , 则 eeE (tS 一 {oUt{pD), 
令 了 一 $5 一 10o}, 并 考 瑟 子 域 肥 (了 .pojy 吕 (了 pp)， 友 (了 To)， 
多 ( 人 )， 对 此 我 们 有 下 图 ; 

BT, p, o) 


(Dp) (To)) 
ET) 
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显然 有 BCT,P 和 DAT), BT ,oP(T), 而 pr € $'(7) 
和 of€ 四 (T), 于 是 

[BT oT = = [0(T, :PT)], 
因为 p€E 多 (To), BB{T, py0) = DB(T, oo), 所 以 [®tT, p, 
oO):P(T)] = .于 是 B’(T, p, 5) = 人 (TT,p) = OB(T,o), 从 
而 cc<tTrUey 一 人 (一 40))U {tp}， 这 就 完全 验证 了 相关 关系 
的 公理 ， 

现在 可 以 应 用 相关 关系 的 一 般 理 论 .相应 地 , 称 P 的 子 集 5 是 
?无 关 的 ， 如 果 o 区 v3 一 ta) 对 每 个 ck 5 成 立 。 由 一 般 基 定 
理 推出 。 存 在 P 的 一 个 ?无 关于 集 B 使 每 一 元 素 在 BB 上 是 ? 由 关 
的 ,后 一 条 件 等 价 于 P 一 BB). 集 B 叫 作 了 在 8 上 的 基 ， 和 任何 
两 个 ? 基 有 相同 的 基数 ， 

若 下 一 ps mp 是 了 元 关 集 , 则 p? = 8€ 名， 而 且 
PP, Ps pr ), 因 出 [Bp oD (ps p11)] = 
Pp, [B (pp) 一 ”于 是 8" 个 元 
(23) phphire pim {0 Rp) 
构成 到 (py po po) 在 名 上 的 一 个 茜 ， 反之, 如果 这 一 条 件 
成 立 。 则 立即 得 到 王 是 刀 无 关 集 。 抬 这 个 准则 写成 下 面 的 等 价 形 
式 是 有 用 的 : 已 是 z 无 美的 当 且 仅 妆 关系 式 
(24) ok 
《各 ge 外 ) 只 在 每 一 ak im 一 0 时 成 立 . 

我 们 还 要 注意 任何 ?无 关子 集 4 能 杠 人 一 个 极 大 了 无 关子 集 
8 中 ,而 这 样 的 一 个 集 必 是 一 个 基 ， 

我 们 加 过 来 考虑 特征 为 的 任意 域 Pj 的 导 子 ， 若 EE 是 Pj 
多 的 子 域 旦 了 D 是 有 /8 到 Pj/ 名 内 的 一 个 导 于 , 则 对 E 中 任何 8 有 
ED 一 per 六 gD) 一 0， 品 常 数 集 T 是 上 的 子 堪 , 刚 才 的 注 记 
表明 TBF， 若 7YET, gEEFE, 央 {76)D 一 Y(sD)， 就 是 
说 D 是 EIT 到 BAT 内 的 导 子 , 国 到 (开门 SP， 所 以 FE/ 多 到 Pj 
省 内 的 每 一 导 子 也 是 F/BLE?) 到 P18(EO 的 导 子 ,反之 亦 然 . 
因此 在 考 碟 二 各 P 内 的 多 导 子 时 ,可 以 用 名 CE?) 代替 名， 所 以 不 
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妨 假 设 了 SG@B。 即 瑟 在 和 上 是 指数 所 1 的 纯 不 可 分 (扩张 .要 侦 
定 莘 PP 内 的 多 导 子 是 容易 的 ， 它 由 下 列 定 理 给 出 . 

定理 17， 设 P 是 特征 所 0 的 任意 域 ， 吕 是 于 域 ，E 是 中 间 
域 . 设 BB 是 EE 在 吓 上 的 p 基 , 令 5 是 8 到 P 内 的 任意 上 映射。 则 有 
且 仅 有 一 个 上 到 了 P 了 的 鲁 导 子 DD 使 sD 一 8(s) 对 任意 ee B 成 立 ， 

证 ”如 前 面 所 指出 的 ,不 失 一 般 恬 可 以 根 设 在 $ 上 是 指数 
所 1 的 纯 不 可 分 (扩张 )， 还 可 以 设 百 汪 轩 ， 这 意 昧 着 8 是 非 空 的 ， 
Ej 名 的 指数 怡 好 为 1, 令 BB, 集 Bs 一 B 一 4s}, 则 

sg¥¢ TB(B). 
所 以 5 在 下 (3) 上 的 最 小 多 项 式 形 为 x*? 一 8。 因此 存在 E = 
BtB。 5) 到 Pj 名 内 在 儿 (B,) 上 的 导 子 D., 使 8 映 到 5(5)。 如 
果 下 一 fs ea… sr 是 B 的 一 个 有 限 子 集 ， 则 Dy 一 卫 。 十 
D, 十 .十 D, 是 Ej 到 PI@ 内 的 导 子 ， 且 使 s;Dzs 二 5(ei)， 
(i 二 1, 2,…,r). 若 G 是 8 的 包含 F 的 有 限 子 集 , 则 De 在 BC(F) 
上 的 限制 和 Ds 在 二 (F) 上 的 限制 是 一 致 的 。 荐 是 的 任 一 元 ， 
则 能 选择 有 限 子 集 王 使 5€ B(F) 且 映 5 一 58Dp。 显 然 对 任何 使 
s€ $CF) 的 有 限 子 集 了 ， 5DPr 总 是 相同 的 ， 因此 映射 D:# 
5D， 是 单 秆 的 。 立 即 得 到 已 是 吾 / 下 到 P18 为 的 导 子 , 且 使 
ED = ls) 
对 每 -- EE B 成 立 。 因为 = 二 人 PC(B)， 故 DD 是 唯一 的 ， 

令 ol, P) 表示 五 / 旬 到 P/ 内 的 导 子 集 ，。 和 前 面 对 符 
ges(P) … 样 [参考 8 1.1 及 本 书 p.172), 把 Doel,P) 看 作 P 上 右 
商量 空间 ， 则 有 

推论 1。 [DotE,P): P]z 二 0, 当下 仅 当 El 中 有 一 有 限 ? 
基 .此 时 [Del E, P):P]z 一 IB1, 

证 设 8 是 EE 在 @ 上 的 p 基 ,A(B,P) 是 8B 到 P 内 的 映 射 
党, 接 下 面 明 显 的 方法 把 4 看 作 P 上 的 右 疝 量 空 间 ， 

(B81 + 8) 一 pf 人 十 BC) (8€ A, BEB), 
(8,){(8) = (fp)p, (6E A, PEB, pEP), 
作 Del,P) 到 A(B, 了 ) 内 的 映射 ， 它 将 De el 上 £,P) 映 到 
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它 在 8 上 的 限制 5。 这 个 映射 是 线性 的 ， 因 为 = 6LB8)， 所 以 
DPD 一 8 是 一 个 同 构 。 此 外 定理 表明 映射 基 满 射 。 现 在 如 采 B 是 无 
限 的 , 则 [A(B, 了):P]s 也 是 无 限 的 (甚至 是 不 可 数 的 )]。 嫩 果 瑟 
是 有 限 的 ,就 是 谤 下 一 {P ,记忆 和 则 斌 足 0B;) 一 6i; ( 克 
罗 肉 克 6,) 的 ?个股 射 8 形成 一 个 基 ， 所 以 

r =— [A(B, PP}:Ple — [DoelE, P):P]x， 

在 了 一 卫 一 @(5 6);" "wm) 特殊 情况 下 , 除了 定理 15 与 
定理 16 外 ,这 个 推论 给 出 了 当 特 征 刀 关 0 时 计算 [sf(P):P]s 的 
第 三 而 方法 , 即 这 个 维 数 等 于 Pj@ 的 p 基 中 的 元 素数 。 定 埋 17 - 
的 第 二 个 推论 如 下 

推论 2， Ej/ 到 Pj 内 的 每 一 导 子 能 扩张 吧 P 了 /加 上 当 且 仅 
当 五) 种 的 任何 如 基 刀 的 元 在 Pi@ 内 是 ?无 关 的 ， 

证 ”如果 条 人 性 成 立 ， 则 互 能 馈 人 了 P 在 瑟 上 的 靖 基 C， 若 呈 是 
EjB 到 Pj/ 多 的 导 子 ; 则 DD 在 8B 工 的 限制 85 家 扩张 为 C 到 PP 的 映 
射 下。 也/ 到 自身 网 的 对 应 的 导 子 D' 是 上 的 扩张 ， 另 外 ,假设 B 
在 下 上 的 P 了 内 不 是 无关 的 ,8 是 8 的 元 ,在 P 中 和 Bs 一 B 一 {8} 
是 了 相关 的 。 若 D' 是 P 的 满足 FD' 一 0{ 对 一 切 Pt Bp) 的 任 
一 导 子 ， 则 因 8 eB(P*, Bp) 而 有 #8D' 一 0， 定型 表明 存在 E 到 
P 内 的 导 子 DD 使 FD = 08't 8s) 但 BD 0， 显然 ， 这样 的 导 
子 不 能 扩张 到 P， 

平面 其 个 推论 处 理 己 = P 的 特殊 情形 ， 证 阴 与 刚才 给 出 的 十 
分 类 羽 , 留 作 习 题 . 

推论 3. 没 P 了 是 下 上 特征 8 关 0 的 任意 域 ， 则 元 pL EP 了 ) 属 
于 全 二 囊 (P?) 当日 仅 当 PP 在 下 上 的 每 一 导 子 D 有 peD=0. 

推论 4 ”了 的 于 集 5 是 无关 的 当 且 信 当 对 每 一 p€ 5 存 
在 P 在 多 上 的 导 子 DD 使 pD 交 0， 而 对 每 一 5 中 和 的 f 关 PP 有 

oD = 有 0, 

现在 反正 为 素 域 和 %( 衬 15) 侧 将 所 得 结 染 特 殊 人 化， 六 | 加， 到 
P/@。 内 的 导 子 简称 为 户 锰 P 内 的 导 于 ， 我 们 注意 到 若是 到 
P 内 的 映射 且 满 足 (s + ea)P 一 6D 十 8D 长 


» liB + 


(BEND 一 【De 十 et(eoD) 
那 末 DD 是 现 闪 意义 下 的 5 到 了 内 的 导 子 这 是 因为 

(as)D = oltD) (ee€ ,) 
是 第 一 个 性 质 的 结果 。 我 们 还 有 olE?) 一 下， 因此 推论 3 给 
出 了 一 个 元 为 次 等 的 判定 方 靶 。 现 在 研究 推论 2 中 给 出 的 到 
DZ 内 的 导 子 能 扩张 为 了 的 导 子 的 判别 方法 。 我 们 要 证 明 所 给 条 件 
等 价 于 P 在 互 上 的 可 分 性 (在 一 般 意义 下 ), 首 先 假 设 条 件 为 了 (在 
全 ,上 ) 的 每 个 Pp 基 在 了 中 是 8 无关 的 . 令 my ma … omEP。 且 设 
2gip? 二 0 其 中 5 关中 EEE， 如 果 吾 是 的 一 个 了 基 , 则 可 以 号 
成 Bi 一 BY A 中 i B06 Pp, Yi 
E?， 于 是 有 264..48h* Bh 一 0。 这 里 

BA 一 QT Pp?, 


因为 这 些 8 在 了 中 是 了 无关 的 , 故 Bi 一 09， 设 了 7p 一 9 光 锅 
(RE E), 则 由 0 一 从 一 >) Wi pr 给 出 


Dmitrip 0 


对 一 切 站 成 立 。 冈 为 &; 垃 0 这 些 基 系 中 有 一 个 是 非 平 凡 和 的 ， 厂 
我 们 已 经 证 明了 对 任何 形 为 Z8ip? 一 0(81€ 玉 ,pi EP) 的 非 平凡 关 
系 可 以 推出 一 个 非 平凡 关系 3mip; 一 0 (wm, )。 这 就 等 价 于 P/E 
的 可 分 性 .相反 地 , 设 P 了 在 E 上 是 可 分 的 , 令 所, 记 ,……*,PB 是 EE 
的 元 ， 旦 有 关系 式 Br Br 二 Tk 定 让 全 € P 

(0 志和 之 和 令 {pa} 是 PJF 的 一 个 基 , 卫 


阿 丰 六 一 bp A ki (各 LE E), 
=l 


弄 有 
0 = Erk. A " ‘Br 2 pp!, 


这 里 pi = > A 站 Br 因为 P 了 在 E 上 可 分 ,由 2ppf 二 
让 
0 可 推出 每 个 pw 一 0。 所 以 
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pp pired (1,2, 4), 
星人 时 有 党 个 各 二天 0 那么 有 某 个 2 天 0， 从 而 我 们 得 到 
了 一 个 系数 在 Fr 内 关于 祝 扣 … :Ph 的 、 非 平凡 关系 式 。 由 此 推 
得 ， 车 {所 ,Bi,……, Br} 在 P 中 是 # 相关 的 ， 则 它 在 E 中 也 是 
相关 的 ， 显 然 这 就 得 到 推论 2 的 条 件 , 因 此 推论 2 给 出 以 下 

定理 18.。 在 特征 为 的 域 PIE 中 ,以 下 南 个 条 件 是 等 价 的 ; 
(1) P/E 是 可 分 的 , (2) 8 到 P 内 的 每 一 导 子 可 以 扩张 汶 P 了 的 导 
子 ， 


. 习 题 下 
1. 设 P=B(p), 这 里 pr <E 甸 全 p74 名 .证 朋 {+} 是 上 二 帮 C0?)/ 吕 阴户 
无 关于 集 , 但 木 是 P/ 理 的 上 无 关子 混 。 
2. 设 如 是 特征 # 大 0 的 堪 了 在 更 上 的 捐 基 ， 证明: 对 每 一 正 整 数 KP 二 CPr*y 
a). 
在 习题 的 第 3, 4 两 上 若 中 ;了 P 是 各 上 指数 为 1 的 缉 不 可 务 扩张 ,而 且 [F: 亚 ] 一 pj" 所 


3. 民风 尔 CBaer》Y 证 朋 : 存在 P/ 的 导 子 DD 使 马 常 数 愉 能 是 吊 的 元 (提示 : 令 
丸 是 了 的 真子 域 , 候 设 友和 更 有 满足 条 性 的 导 子 也 . 没 EPE&B， 可 加 选 择 请 ER 
但 不 是 8 了 的 形式 CE EE).。 将 号 扩张 到 Ep) 使 2 一 有 则 成 站 的 也 常数 内 
能 是 更 的 元 ) 

4。 证 明 可 以 选择 第 3 题 中 的 旋 是 瞧 夫 的 . 

5, 《中 斯 《Faith)) 设 了 是 更 上 的 代数 函数 域 + 任 意 特征 } 台 是 亚 上 的 于 域 ， 证 
WH [DelP)s Pla [Do(F) :Re, 

6. 设 了 二 = 钙 信 1; 515-…; wm); 呈 的 特征 bp 寺 0， 证 明 id/ 下 不 超过 Pj 下 的 
革 的 元 数 . 

7. 设 已 与 更 如 第 5 是 证 明 : 匣 (DD Diy …s Di) 是 号 ofP) 的 右 P 基 ， 则 元 
Dus P13 pr 形成 下 在 惠 上 的 一 个 基 当 且 仅 当 矩 阵 【p 站 月 是 非 奇异 的 . 并 证 
朋 : 若 pis P29*3 Pr 是 一 个 P 基 ， 则 元 口 ,y Di、… DD， 形成 和 sfP) 的 一 个 右 卫 基 
当 且 促 当 《2 了 h 基 非 麻 蜡 的 . 

8 设 P 一 外 个 ;上 3 二 mo 证明 Pl 名 是 可 分 代数 扩张 域 当 且 促 当 在 更 [>,， 
xm3 Tm] 中 存在 可 个 多 顶 式 gz fs Fm Em X29"> Xm) 司 

Pit 在 sa Sa) 一 全 


焉 雅 可 比 行列 式 


Be 
det (Se). )#. 
9。 设 已 是 Pj 鲁 的 一 个 导 于 ,了 工 足 辣 常 数 子 域 . 迹 朋 元 ps Dss*…"， Pm 是 卫 相 关 


» 1a0 。- 


的 当 且 c 公 当 朗 斯 基 〔〈Wronskian》 行列 式 


Rs EE A | 
pnD piD "== paD | 0 
1 从 1 


&. 指数 为 1 的 纯 不 可 分 扩张 的 伽 罗 瓦 理论 本 节 讲 述 指数 为 
1 的 纯 不 可 分 扩张 的 倪 罗 瓦 理论 。 这 里 用 导 子 的 李 民 数 来 代 普 经 
典 理 论 中 代 风 瓦 群 的 作用 ., 
首先 , 设 了 是 外 上 指数 所 1 的 纯 不 可 分 扩张 ; 且 在 更 上 有 有 
限 2 上 B 一 {pi pa pm}， 那 末 [P: 人 了] 一 因而 元 phipi** 
pi (0 所 多 之) 形成 Pj 甸 的 一 个 荐 ， 我 们 有 加 一 应 E 有 和 
前 面 一 样 , 用 ol(P》 表 示 P/ 的 导 子 集 。 我 们 知道 BotP) 是 
了 在 二 上 线性 变换 的 限制 李 代 数 。 这 就 是 送 DolP》 是 四 上 向 量 
空间 P 的 线性 变换 空间 Se(P) 的 一 个 子 空间 , 它 满 足 : 若 Di Pa 
Dt PY), LDD;] = DD, — DaD: € DolP), WE DE DalP). 
我 们 还 看 到 9o(P) 是 P 上 关于 D, 一 Dy,tp 《了 ) 的 右 商 量 空间 ， 
而 且 知 道 [Dos( 了):PJr 一 加 《定理 17 的 推论 1) 以 及 ; 若是 P 
中 对 一 切 D&E DolP 了 ) 满 足 pb 一 0 的 元 , 则 p&€ 人 (定理 17 推论 
3)}， 这 最 后 一 个 结论 给 出 了 我 们 要 建立 的 伽 容 矶 对 应 的 一 半 ， 

为 了 得 到 这 个 对 应 的 另 一 半 ， 我 们 假设 了 是 特征 六 冯 0 的 任 
意 域 ,不 指定 任何 域 作 为 基 域 ， 上 节 景 后 寺 论 过 ?的 导 子 , 它 可 害 
头 为 P 在 其 率 域 上 的 导 子 或 者 定义 为 《P, 十 ) 的 适合 条 竹 

{po)D =— (pD)o ft ploD) (p,o€E P) 

的 自 同 态 . 设 已 给 定 一 个 P 的 导 子 的 集 马 符合 以 下 闲 包 竹 质 ， (1 
仿 关于 加 法 封闭 ，(2) 钨 关于 李 换 位 子 [DDz] 对 闭 。 (3) 罗 关于 
?次 宕 圣 闭 .(4) 9 关于 时 元 prtp€ P) 上 笑 汪 封闭. 条 件 (1) 和 (4) 
总 起 来 说 是 : 旦 是 加 群 (P, 十 ) 的 自问 态 所 成 右 向 量 空 间 的 子 空 
间 ， 它 被 看 作 P 了 上 关于 运算 4, 一 4x, 的 空间 .(P, 十 ) 的 满足 (1) 
到 (4) 的 任何 自 同志 集 叫 作 (P, 十 ) 的 自 同 态 的 一 个 限制 P 李 
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代数 25， 现在 我 们 可 以 建立 以 下 定理 : 

定理 19 (页 柯 勃 避 ) 设 P 吓 特征 ?并 0 药 需 ,多 是 P 中 导 子 
的 限制 P 李 代 数 ,上 满足 [外 :Pj 一 尺 之 00， 那 未 : (1) 若是 多 
常数 所 成 的 子 域 。 则 了 是 更 上 指数 乏 1 的 纯 不 可 分 扩张 ， 且 [P: 
BB] 一 p", (2) 艺 D 是 P 左 多 上 的 任 一 旱 子 , 则 De 多 ，(3) 若 (D, 
DD, ,Dm 是 旬 在 P 上 的 任 一 右 基 , 则 下 列 单 项 式 的 集 


C25) DhDh -Dip, OR pp(D = 1) 
是 了 在 四 上 的 线性 变换 环 fo(P) 的 一 个 右 基 (Ss(P) 看 作 P 上 
右 向 屁 空 间 ). 


证 证明 县 路 与 自 同 构 的 徊 罗 丰 理论 中 所 用 方法 基本 相同 : 
用 所 给 集 罗 定义 一 个 满足 贯 柯 勃 逊 - 布 尔 巴 基 定 理 (定理 1.2) 候 
设 的 自 同 术 集 %, 今 设 % 是 《25) 给 出 的 自 同 态 的 右 P 线性 组 合 
的 集 , 显然 外 是 P 上 的 右 向 蛆 空间， 而 上 且 [a:PjJe < co。 剩 下 要 
证 明 人 是 (P, 十 ) 的 自 同 态 环 的 子 评 。 汶 此 只 须 证 明 1E 对 上 且 对 
关于 科 法 封闭 就 够 了 。 因 为 人 半 含 有 DID3…D4 一 1， 故 1€ 针 是 明 
显 的 。 为 了 证 明 乘 法 封闭 性 ,只 要 证 明 每 个 积 (DtiD$.…Dtp)D;€ 
apE 了 了 ) 就 够 了 ,因为 如 果 这 是 成 立 的 , 则 每 个 滋 积 【D 和 aa …D 知 站 
(2 DYc) 合 于 针 中 (o€ P)， 设 D 是 了 的 导 子 , 则 条 件 

(EPID = (#D)p + tpD) 


能 写成 算 子 形式 : 

(26) oD = Dor +t (oD)r, 

这 就 得 出 (DEDimp) D,=Dh :DinD,p + Dh Dim( pD)), 
六 此 只 要 证 明了 D4…DAnD;€E A CG 二 1 入 及 0 所 和 所 8 一 
1)， 就 得 到 人 关于 乘 共 的 拓 闭 性 ， 我 们 规定 单项 式 DtD&:…Di 
欧 ( 显 然 的 ) 次 数 为 NN 一 瑟 十 名 十 … 十 友 ， 我 们 要 证 朋 Da… 
DiD; 是 (25) 中 次 数 委 N 十 1 的 单项 式 的 右 P 线性 组 合 。 灿 
果 NN 一 0， 这 基 四 然 闻 。 假 设 对 于 次 数 30 之 NN 的 每 一 看， 


1 这 个 术语 并 不 窟 味 痊 必 是 基 域 P 上 的 代数 ， 对 于 一 个 代数 条 件 之 一 臣 
[BiD,], = [DriD;] = 1D:, Cj 
世 邢 对 任意 如 并 不 一 定 成 立 [ 风 下面 的 (26 式 》 


著者 注 , 
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Di 结论 成 立 ， 先 设 1 一 wm。 那 来 如 果 <p 一 1 D4 .D 和 Du 
就 是 (25) 中 菜 一 个 次 数 为 N 十 1 的 单项 式 , 因 此 在 此 情况 下 结论 
成 立 。 如 朱 ,一 了 一 1， 出 

{Dh Den) DD, = Dh ,DieniDs,. 
因为 已 关于 P 次 蝴 封 闭 , 故 Do 一 Di,， 所 以 

Dh DinD,, 一 ED. DiniiDin,,, 
由 归纳 假设 得 到 Dh，…-DimD,， 是 (25) 中 次 数 达 NN 十 1 的 单项 
式 的 一 个 右 P 线性 和 组合。 这 就 得 到 了 i 二 加 了 时 的 结果 ， 所 以 我 们 
可 作 一 附加 的 归纳 假设 ， 设 对 一 煞 |! 之 了 关于 Di.…DipD, 的 
论断 成 立 。 因为 入 = 3 这 所 以 有 某 些 名 天 0， 不 妨 设 
局 关 人 ,是 当 s 之 + 时 有 名 一 0 则 有 (Dh:…Dim)Di=(D}-… 
D4)D;， 如 果 了 > *。 这 个 积 就 是 单项 式 (25}， 所 以 此 时 结论 成 
立 ， 如 果 1 二 +。 则 可 用 前 面 1 = 到 时 的 论证 来 证 明 结 论 。 一 下 
杰 著 原 7 之 ?的 情形 ， 内 为 了 关于 换 位 封闭 ， 

DD; = DiD, + Dev Vj EP, 


则 
Dh -DirD, 一 Dh -DeriD,D, 


+ 5 Dh DD 
五 


币 华 个 Dh De DA 是 总 次 数 < N 的 单项 式 (25) 的 一 个 ? 线 
性 组 合 。 这 于 DR" Di Di 也 基 成 立 的 ,因为 了 盖 了 了 右 箔 以 Dr 
成 为 总 次 数 委 叉 于 1 的 项 (25) 的 P 线 性 组 合 。 这 就 完全 证 朋 
了 我 们 的 断言 , 而 且 表 朋 久 是 (? 了 , 十 ) 的 自 同 态 环 的 子 环 . 从 4 
的 定义 易 见 [APJg 所 所， 其 等 式 成 并 当 且 仪 当 单 顶 式 (25) 是 
厂 了 天 关 的 ， 从 而 是 一 个 基 . 现在 把 桥 柯 扫 才 -布尔 巴 基 定 理 ( 定 
理 1.2) 用 到 % 上 得 到 以 下 结论 : 若 多 是 P 中 满足 ep4d 一 4sr (对 一 
雪 4€ ) 的 元 5 所 成 的 闻 域 ; 则 上 :下 ] 一 1:Pj 而 且 
= ColP). 

显然 4 一 4 对 一 切 4 EA 成 立 当 且 仅 当 DP 一 Da， 对 一 
切 De 名 成 六 因为 oD 一 Do 十 (aDig， 所 以 这 个 条 和 将 出 就 


部 


是 对 一 切 DE 罗 有 oD 一 0 成 立 。 于 是 我 们 看 到 由 是 马 常数 所 
成 子 域 ， 如 果 p 是 了 的 任意 元 ， 则 允 是 急 常 数 。 因为 是 和 上 
指数 过 1 的 纯 不 可 分 (扩张 )， 所 以 有 [P: 独 ] 一 p”"， 这 里 mp' 是 
Pj 的 二 基 的 元 数 。 因 为 [了 :8 一 [和 :PJx 所 1， 故 加 所 座 ， 
此 外 还 知道 , 若 oP) 是 Pj 的 导 子 集 , 则 [et(P):P]R 二 m', 
如 有 果 aE@ DED, MW (ap)D ~ alpD) + (aD), = olpD), 
故 De 加 oP)， 于 是 多 SofP)。 又 因为 [多 :Pls 一 wm， 我 们 有 
9 一 DP) 且 rw mm。 屠 末 全 包 合 PI 的 每 一 导 子 , [P: DP] 一 
P”, 证 毕 ， 

现在 可 以 建立 由 特征 为 各 的 任意 域 P 所 决定 的 下 面 两 个 党 族 
之 闻 的 合 罗 巨型 对 应 : 令 凶 是 了 的 子 域 和 的 棠 族 , 且 使 P 是 中 上 
指数 去 工 的 纯 不 可 分 (扩张 )，[ 了 :多 ] < co， 令 鹃 表示 了 中 导 子 
代数 匀 的 类 ， 它 是 P 上 有 限 维 限制 P 李 代 数 。 如 果 DE 锣 ， 令 
(2) 是 习 常 数 所 成 的 子 威 ， 如 果 旬 6 四 , 令 DolP 了 ) 是 Pj 外 的 
导 子 集 。 则 Ce(P)) = 一重 ， 而且 cn(C(9)) = 多, 特别 是 我 
们 得 到 Pj 的 中 间 域 (P 是 @ 上 的 指数 记 1 的 纯 不 可 分 的 扩张 
域 , 且 [P: 鲁 1 < ee) 和 李 代 数 匀 ptP) 的 限制 P 李子 代数 之 间 的 
1-1 对 应 ， 


习 题 33 


1， 设 B[x, 9] 是 特征 为 请 的 起 上 来 定 元 x, ”的 多 项 式 环 。 对 是 上 上 的 任意 代 
数 。 利 用 fr, y] 中 的 恒等式 (x 一 让 二 x 一 py 和 (Gx 一 7 一 iy 


| 
证 明 名 中 的 恒等式 
ee Pm 
C27) [2 [halalal] =18ar]. 
C28) (Baha SF ibat, 


flimp—l 
‘提示; 注意 [589] 一 Btzr 一 20) 48 与 ar 是 由 六 中 元 4 决定 的 右 第 和 左 乘 《 运 
算 )， 在 ax 与 #1 在 战 的 线性 变换 的 交换 代数 中 取 = 一 an， ?一 如 得 到 所 给 恒等式 
的 特 你 情形》 
2 设 寻 如 第 1 题名 [x] 是 计 上 沫 定 元 * 的 多 项 式 代数 ， 设 sy 55 转 ， 了 醒 且 写 
出 


" 184. 


bo 


Pi 
(29Y {a 4 br)? = a tt Do sad) + brat, 
根据 Zapx /> Digix'™! 是 半 [x] 中 的 导 子 这 一 事实 及 {29} 得 到 
Fi 
{30) 2 tbr ea tbe) = Disa be 


+ ipt i 


斥 这 一 关系 式 叱 (81 证 明 包 下 恒等式 
GY (at art er tS sila, by, 


这 里 itilt#y#) 是 
[Ls a be) bls bx] 


中 xi! 的 系数 . 

3. 证 了 一 本 (oa Pm) 范 的 特征 Pp 地 0; Pi? 二 所 去 攻 ，[TP: 囊 ] 一 pm， 仿 站 
是 了 /更 的 导 子 合 下 是 口 常 数 子 域 ( 见 5 .7 习题 中 的 第 3 题 )， 证 明 : DD 作为 P 在 外 下 
的 线性 变换 其 最 小 多 项 式 是 形 为 
《32) Br 
的 多 项 式 ， 并 证 明 存 在 元 PEP 使 (py 0Dh…m， PD”) 是 P 在 王 上 的 一 个 基 [ 这 
与 关于 可 分 正规 扩张 的 正规 基 定 理 类 似 )， 青 让 明了 在 更 上 的 线性 变换 代数 人 slP) 中 
每 一 元 能 且 只 能 骨 一 种 十 法 写成 - 
《337 loo 十 Dos + DIGs + et DY Tg my OsEP 
的 形式 ， 

4, 设 P 了 , 名 如 第 3 题 ， 人 afP) 是 P/ 和 下 的 导 子 集 ; 设 守 是 P 中 右 向 放空 间 图 sfP)》 
的 一 个 子 空间 ， 且 关 闻 # 次 军 封 闭 ， 证 明生 关于 换 位 运算 也 是 寿 闭 的 ， 坡 等 满足 定 
理 19 的 所 有 条 性， 

2， 证 朋 ; 若 五 是 了 的 导 子 ，7EP， 则 


， 上 [3 
7R 了 一 名 { ;) PaD 本 


5. 设 站 是 代数 和 的 导 子 ，91[t。 D】 是 形式 多 项 式 > Hai (gy 69D 的 时 相 
等 ,加 法 及 用 名 的 元 相 芝 的 定义 与 营 表 多 项 式 的 相同 , 兴 法 定义 为 
本 4 -1 _ 
(34) (De) 5) = DD) 


验证 结合 律 成 立 , 认 而 证 明 半 [t, D」 是 一 个 代数 ， 

?7， 设 厂 是 特征 如 寺 0 的 域 P 的 导 子 , 在 是 也 常数 子 域 。 候 证 [P:B] = pm"<20. 
由 由 第 3 题 得 吧 ， 存在 多 硕 式 (32) 使 Dam 十 PiDP ”十 -二 BaD = 0C8, 全). 
令 PLi, D] 是 第 6 题 所 定义 的 微分 多 项 式 的 代数 ,验证 ， 若 7 是 甸 的 扩 意 元 ， 则 


刘 站 六 DD] 的 中 心里 ，CxlYY》 表示 由 7 生成 的 理想 证明: 车 对 一 PLD17 
Cat7， 则 [和 y: 呈 ] 一 p*”， 末 证 朋 oo 宇 SoCP). 
4 记号 如 第 ?7 题 ， 令 P 是 PP 的 杆 意 元 ， 证 明 ; 存在 FL DD] 的 自 辐 构 刁 
i 2 nn 
(对 一 切 nw EP)， 注 可 册 《3 习 得 到 [8; 让 二 21 一 tp 二 PD 并 由 此 式 与 《31) 得 到 
妇 十 六 各 一 和 十 《or 二 OPDP 实 一 般 地 ,证 明 


了 
{35) {C14 ort to 
这 里 ? pr! pet pi! pi-!t 
{36) oh a + PDIN toD YY +m+poD 


然 第 了 显 和 第 8 题 ， 证 有 明 PF[#s, DD 的 使 fa 十 8， Ww 了 DEPY 的 自 同 构 迫 

XI7Y 庄 成 的 理想 陕 到 其 自身 当 当 且 仅 党 2 注 足 
(37) A Ro DBo” 二 

10。 蛙 第 ”7 盟 至 第 9 古 ， 证 明 : 存在 &etpP] 的 自 同 均 击 每 一 罗 EP 为 其 崩 身 以 
及 映 PD 十 1oftegPy 当 且 保 当 疡 满足 Y377)， 由 此 证 明 希 录 介 特定 理 90 的 以 下 类 
比 : 元 PP 满足 (37) 当 且 仅 当 它 是 上 中 某 个 6 的" 驱 数 学 子 ? 【0DD6-， 

11. 证 骨 隐 下 类 似 于 划 罗 瓦 异形 中 第 一 个 上 同调 群 HF'G, P*) 一 0 的 结果 {大 
沙 41,15)。 设 了 是 负 上 指数 为 1 的 纯 不 可 分 扩张 , [: 有 ] 一 加 <oe. 用 是 了 在 名 上 
的 导 子 的 限制 ?了 李 代 数 ， 令 D=>p(D) 是 由 到 了 内 的 P 线 性 隐 射 《 即 是 仿 的 共 弧 空 
间 多 * 的 一 个 元 ) ,使 
{38) HD = HCDY + pACDYDY™, 
则 存在 0 EP 使 DY} == (0DYgT! 对 一 切 D 成 立 . 

12. 证 明 , 孝 半 如 第 7 题 所 给 如 江宁 37} 二 幸 ) 对 灯 个 nEP 
{39) 6 rp + pio™” Trp” ++ pep, 
则 六- 衬 对 ;， 利 用 第 7 了 是 证 明 : 如 果 存 在 2 EP 使 

a ek i 

《这 个 条 忻 也 是 必要 的 出 守 二 名” » 

13。 应 斥 第 ! 是 证 朋 以 富 闵 大 数 多 项 式 的 结果 : 令 gr] 时 任意 这 种 多 基 式 , 定 
六 CT 二 gE) Bi) = EF)， 其 中 六 是 标准 导数 (standard dcrirativs), 
证 妆 ， 对 和 任何 素数 p，gp_ 尺 7) 三 zx?9tnod2)， 此 处 式 *)》 是 一 个 整 系 数 多 项 式 ， 

14, 设 Y 和 和 辣 是 特征 户 各 计 中 的 元 ，、 但 不 足 古 中 泡 素 的 次 肾 。 利用 第 以 题 
C 必 宽 性 与 充分 性 ) 证 晓 


C4D) 7 
有 解 x 专员 当 且 可 当 

€41) 《1 
有 前 yiE 号. 


二 ， 吃 是 等 证 为 忆 的 域 训 的 非 下 导 闻 ， 证 明 ; 算 子 1, 站, -…, Dr?™ 在 PP 占线 
性 筷 关 ， 如 时 PEPy 中 十 用 pt 十 十 力 8 pi 二 一 个 民 于 公 当 每 ~ pt = 二 上 0 
全 坟 旧 并 证 明 ; 若 2tP; 则 
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hl 
《四 = 六 十 Dierys! 十 >, Digsa 
n 


技 时 py&P 有 志 二 了 A 二 Dnx)， 南 这些 结 昨 证 归 雇 下 狼 拭 希 尔 乱 CHochschilkdt》 色 
二 
Fr = (Do)? = Drpt + DEpRs™). 
16、 础 帘 无 限 维 的 沸 数 为 1 的 纯 不 可 分 扩张 的 克 重 尔 《{ 攻 ru 山 ， 类 型 俩 罗 瓦 理论 

的 可 能 性 , 

$ 高 阶 导 子 。 导 子 可 以 接 下 面 方法 推广 。 

定义 5。， 设 并 是 名 上 代数 器 的 于 代数 。 则 所 到 名 内 的 映 冉 
序列 D'” 一 1D, 一 1 Di Dm} 叫 作 久 到 加 内 的 秩 w 芒 了 


2) ab)D, = Fa)BEDD), 1 ~ 0, 1seees ms 


六 每 个 a，be 成 立 ， 无 限 铁 的 高 除 导 子 是 到 双 内 的 线 
注 映 射 的 无 限 序列 {1 一 1, DP…， 且 对 一 声讨 一 0 1 2， 
使 (42) 式 三 并 . 

显然 ,如 从 17D, D,, Ds，…"} 是 无 限 铁 的 澡 阶 导 子 ， 则 截 尼 
Gcetion) {Dos Di …，Do} 是 -个 秩 避 的 高 阶 导 子 。 而 且 高 阶 导 
了 {DD，，……， Dw} 的 任 一 蕉 自 {Do, Di,…， Ds} (9 世 m) 也 是 
一 个 高 阶 导 子 ， 肌 射 D, 是 外 到 名 内 的 导 子 . 

令 和 一 一 B[z]，, 这 里 * 是 超越 元 , 设 D; 是 由 内 的 线性 贞 
条, 它 在 基 《1，z xz …-) 上 的 作用 出 


(43) “Di (er 


be 
i 


给 定 ,这 里 当 i 之 mw 时 规定 ( ，) 一 0 则 


nn Ei 
re t+", = ( Ea 
i 


Li 


"DrD ,=©@ 和 人 ff rt 
(x Dr D._,) { 人 | ) 了 
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因为 半 人 ”一 (””) 我 们 有 


了 
2) Ce"D) ("D7) 一 xDi。 


zi 二 由 


这 就 表明 (1, Ds Ds.) 是 Bix] 中 无 限 穆 的 高 阶 时 - 于 
血 果 浊 的 特征 为 0, 则 (43) 吉明 订 Di 一 Di, 这 里 D, 是 多 [+] 


中 通常 的 标准 导 子 ,于 是 Ds; -DL 更 一 般 地 , 若 DD, 是 特征 为 


D 的 任意 代数 的 导 子 ,定义 pi 一 可 TD 出 {1, D,, D;, "” 小 是 站 
的 无 限 秩 的 高 阶 导 子 ,由 菜 布 尼 芯 公式 直 赚 得 到 ; 

Cop = ) 2( ) (aD) (sD), 
于 是 给 出 (a)(D1f11) 一 ap ADCbDi1(i 一 站 人， 这 就 是 
(42) 在 D, 一 二 Di 的 情形 . 

把 总 子 化 为 同 态 米 研究 的 方 灶 可 加 以 推广 ， 并 用 名 高 阶 学 子 
到. 令 是 名 上 合 基 (1, 1,…, 1") 的 代数 , 其 中 天 一 
0, 则 mY BEr] /Cr™tt), 令 Bm 一 bs 友军 DPD—={1, 
D,,…, Dw} 是 虹 到 邹 的 秩 严 高 阶 导 子 。 著 未 引信 虹 到 gm 的 
里 苦 《DD 人 ™) 

C44) dat aD) + CaDN)e (aD ) 
显然 :== sD 是 线性 的 ， 出 外 还 有 


一 了 《2z 瑟 天 Dp (BEDE )i* 
一 2) 2 (aDN BED, i) 


一 > (apy Dri 
一 《ce 四) 
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这 让 表明 s 是 沁 到 等” 内 的 一 个 辣 态 ， 我 们 有 辣 坊 

x tt ait ef +t- +t a a (Cat), 
使 每 一 a€ 外 满足 ac 一 a， 和 旱 子 的 特 吻 情形 一 样 ， 这 个 性 半 
刻 划 了 从 秩 关 高 阶 翌 子 可 得 到 拟态 *。 

将 类似 的 想法 运用 到 无 外 秩 总 阶 导 子 中 来 ， 我 们 可 用 震级 数 
(45) gt aftitartt::* (at HB) 

的 代数 轨 [[ 门 ]【〈 参 考卷 1 的 中 译本 p. 89) 代替 代数 针 中 ， 如 前 
所 述 , 若 11, D,,-**} 是 无 限 秩 的 高 阶 导 子 , 则 腕 射 

sat (aD t+ (DD) t+ 
是 % 到 第 [[ 门 ] 内 的 同 态 ， 它 满足 a 一 4 (对 一 切 a€ 外)， 这 
里 是 同 态 qf 一 go。 相反 地 如果 a 一 4 是 虹 到 轧 [E] 内 
注 呈 a” 一 a (a di) 的 同 态 , 则 可 号 成 
本 一 站 十 【eeD +t (aD + .--, 
而 下 {Do 一 1 了 Do 是 中 到 等 内 的 高 阶 导 子 。 

设 1Di} 是 3 到 3 内 的 秩 m (或 无 限 秩 ) 的 高 阶 导 子 , 称 元 a& 全 
关于 高 阶 导 于 是 常数 ， 假 车 对 一 切 关 8 有 ap 一 0 这 即 是 说 
在 与 高 阶 导 子 相关 的 由 态 之 下 有 a 一 a， 因此 常数 集 显 然 是 
代数 扣 的 子 代数 . 

本 节日 的 是 引入 高 阶 导 子 并 对 纯 不 可 分 域 的 高 阶 导 子 作 简 短 
的 研究 。 设 P/8 基 一 个 特征 P 玛 0 的 域 ,E 蚌 Pj 的 子 域 ， 

Dm — {1, DD, Ds sy Dm} 
是 Ej@ 内 的 秩 避 高 阶 导 子 . 一 般 来 说 , 若 

Di=D=**= Drei= 0 
而 Ds 冯 09， 我 们 就 把 这 个 高 阶 导 子 称 为 是 49 阶 的 . 假若 D1 关 人 0 
则 称 DBD” 是 真 高 阶 蛙 子 。 者 阶 为 9， 则 五 到 Pom 内 的 林 性 癌 态 
(Cossoctated homorphism) 了 = s(D"m) 有 形式 : 
C46) a—>8 + (eDa) t+ (sDar)itlt oo + (CED, )", 
其 中 ,对 EE 的 基 个 元 & & Ds 关 0。 由 此 证 明 俯 下 

定理 20。 设 P/@ 是 特 征 p 关 0 的 咸 ，E 是 PJ@ 的 子 域 ， 
DW 是 下 /到 了 / 生 内 的 黎 加 ,9 阶 高 阶 导 隆 。 了 是 王 的 D'™ 


" 183» 


常数 子 域 ， 共 是 大 主 了 的 的 最 小 次 军 , 那 末 上 是 了 上 指数 为 < 


的 纯 不 可 分 扩张 
证 ”我们 必须 证 明 gz CE 了 《对 每 一 s EE) 和 存在 E 《EE 使 
5 有 了 前 者 是 显然 的 ,因为 山 《46) 
(sg?) = {EY = (8 + (Da)r + re) 
一 Er 十 【8 万 71 十 -一 8 
所 恨 s*”E TT， 现在 选取 8 使 sp 天 1， 则 
(er 一 二 CeDap 十 
因为 rg 委 和 ， 量 然 (er? 闫 6 所 以 的 人 了 
其 次 ,我 们 考虑 纯 不 可 分 妾 扩张 域 了 一 @(5), 这 里 x 一 a 
蚌 二 在 加 上 的 最 小 多 项 式 ， 令 {Di} 是 由 (43) 定义 的 多 项 式 代数 
多 Ix] 的 高 阶 导 子 , 令 D3 ?一 {1, D1,…, Der] 是 秩 产 一 1 
的 高 阶 导 子 , 它 是 这 个 闹 阶 时 子 4Di} 的 一 个 共 段 ,我 们 有 
(x oD 0 {li 1). 
它 及 关系 (42) 推出 证 理想 3 一 [xz 六 一 中 在 每 个 思 , 下 上 映 入 其 自 
身 ， 所 以 每 个 DD 导出 一 个 P 一 名 全) 衬 名 [入 内 的 线性 上 肌 射 ， 
我 们 还 是 将 它 记 作 已。 D; 在 [x] 中 的 条 件 (42) 转化 为 D; 在 
P(E) 中 的 同样 茶 件 。 因 此 得 到 在 P(E) 中 竺 


更 一 
(47) spDi 一 (到 | 
i 


的 高 阶 导 子 De， 现在 来 证 朋 Da 的 {Dj】 常数 子 域 了 就 
是 和 .假设 CT 则 5 在 T 上 的 最 小 多 项 式 是 x 一 (f 之 es 
BED ,四 此 ?ET， 男 一 方面 ,定义 《47) 给 出 SPDor 一 1, 这 就 
证 明了 我 们 的 论断 . 

次 设 P 是 更 的 纯 不 可 分 扩张 ,而且 了 是 单 扩张 P， Pa …, P,， 
Pi 一 加 (87) 的 一 个 张 量 积 ,， 这 就 是 说 了 一 出 (5 与 … 6,), 而 
且 单 项 式 5 各 (0 妥 丰 女 的 )》 构成 P 在 和 上 的 一 个 基 ， 
如 时 设 和 一 四 人 PP = 

NB ND = $. 


下 人 


在 P 中 存在 高 阶 导 子 ,其 常数 足 $B; 的 元 ， 从 而 人 是 P 中 关于 P 在 
中 上 的 一 团 有 限 秩 高 阶 导 子 为 常数 的 所 有 元 组 成 的 子 集 . 
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。 设 {D1} 是 由 人 《4 了 定义 的 更 [xz] 的 识 队 二子 是 超 可 天 证 明 
Hx ta) = He) + GD + (GDM)! + 
2， 含 有 [xiy aas" yn] 是 域 和 上 未 定 元 #: 的 密 顶 式 代 数 ， (是 古琴 
是 非 负 整数 序列 。 我 们 在 和 [zi xz “3 xx 中 定义 一 个 禹 性 算 了 Dy ps 它 
在 基 元 《xm xi xm 上 的 作用 如 下 : 
ns 者 任何 攻守 n: 


EE 一 一 中 一 
CrP mi Dk 如 1)( 村 人 
了 8?。 首肯; 挝 i 
证 明 ; 如 时 frty sr 各 [ty mas xm] HW 则 


. 
其 xi 十 ey rT a a Xm Cm) > CD 二 放下 攻 和 才 抽 各， 
业 


3 设 ty … EX xz » Xm] 中 次 数 并 生 夫 的 -- 个 齐 次 多 项 式 。 
车 存在 一 个 «二 Cos i Cm) Co € 0) 全 Eki 一 2 时 有 
人 DR 


四 


成 立 ? 而 且 
(UfD 


大 十 案 中 十 起 二 77 一 上 
证 明 方程 大 xy #33" Xm) 三 户 对 任何 B < 瑟 在 惠 中 有 一 个 解 。 让 此 证 明 
xy 十 站 十 中 一 3rys 二 月 
在 性 何 特 征 去 3 的 城中 可 解 。 
4- 针 的 天 限 稀 高 阶 早 子 多 为 千代 的 , 银 关 


下 是 +mQA 
XL 
DE ea amiD, 


f+} 
DiDi =( 4 J pas 


高 院 导 子 DD" 一 {D,} 出 作 选 代 的 ， 候 阁 当 + 十 ;才思 时 有 有 pp 人 pan 


而 当主 十 了 六 加 时 有 DiDj 一 0， 验证 由 (43) 与 《47) 定 久 的 高 阶 导 于 其 先 代 的 . 

5， 仿 了 一 亚 ( 约 ， 外 的 煌 征 p 于 0， 在 上 的 旦 小 多 项 式 是 x*” 一 a. 证 明 
P/ 币 的 于 域 是 域 BC? 中， 这 里 0<f<e， 并 证 明 这 * 十 1 个 于 威 是 互 不 相同 的 ， 

6。 韦 斯 菲尔德 《Weisfcld) 设 Bs 是 特 社 庆生 0 的 域 ; 币 一 ote ,7), 这 里 
cy B? 7? 名 0 这 此 元 素 在 Bo。 上 是 记 寺 闫 的 《[ 人 PB:B] 一 PP)， 令 P= (5, 
天 小 二 了， 证 朋 【导出 ] = 天， 证 二 了 上 且 (中 上 一 各， 

[EE = py 


a St* 


条 且 约 区 站 由 人 9) 二 中， 并 证 明 :P 半 硬 ( 革 ,5)，P 大 (W987 这 里 占 是 使 < 二 台 
的 任 打 元， 由 此 证 骨 Pj/ 史 不 基 单 扩张 的 张 量 积 ， 


7 证 明 {D;} 是 商 阶 导 于 当 且 仪 当 “aePi 一 全 ，Di(aDi-Dn 了 一 0y 1 证 
41 = 
用 ; 阁 商 阶 导 于- {1, D.. Ds", Ds} 中 > 刁 , 竹 0， 划 (FP, 十 ) 的 自 同 赤 {1, Diy***， 
Ds】 是 右 了 天 美的 . , 
8， 令 Dine-i) 基 竺 征 为 请 的 域 忆 中 的 秩 庆 一 工 送 代 高 阶 导 子 。 想 设 DD*“ 
中 让 高 阶 导 子 , 甸 是 常数 子 炬 .证 朋 ; P 在 更 上 的 每 一 线性 变换 形 如 


pe—! 
之 Dipi= EDiDR Co € PY), 
0 


而 且 了 一 和 ( 吉 )， 这 里 志和 在 画 上 的 最 小 多 项 式 是 xpe 一 a. 
9， 乌 第 8 是 证 明 Pj 中 线性 变 冰 序列 { dys dope} 满足 


ji 
PRAi 一 > ditaDi-i), i= 0, lssp"— 1, 
= 


当 且 人 避 当 存 芷 钢 量 《po io) 0 一 1， 0sEP. 使 

d= Dd Di 十 -于 1 
利用 卡 述 结论 给 出 向量 《Go ga yo) 为 "对 数 导 数 ” 的 充 雪 人 条件, 《00, gl 
Ge 为 "对 数 导 数 " 的 奶 居 刀 : 不 在 A 《了 汗 得 0 一 pp 人 0D,) yi 一 0 1:… Pp 一 
D. 


10. 域 的 张 量 积 ”在 第 一 章 中 ,我们 考虑 过 两 个 域 的 张 量 积 ， 
其 中 一 个 在 基 域 上 是 有 限 维 的 .我 们 看 列 , 要 了 解 域 P/2 和 三 / 邓 
的 合成 【[P: 外 ] < co)， 有 必要 天 清 PwE 的 极 大 理想 .本 市 与 
下 市 将 这 些 结 果 推 广 到 任意 域 上 .首先 要 将 其中 有 一 域 是 代数 扩 
张 时 的 若干 结果 蕊 总 起 来 ， 我 们 所 说 的 可 分 性 是 在 《本 章 的 第 五 
节 末 ) 一 般 意 义 下 定义 的 . 纯 不 可 分 性 是 指 纯 不 可 分 代数 扩张 .还 
要 说 明 ， 子 域 多 在 ?中 是 代数 封闭 的 (可 分 代数 封闭 )， 假 者 了/ 包 
的 每 个 代数 元 (可 分 代数 元 ) 含 十 二 中 ， 现 给 出 以 下 

定理 2 设 P/ 和 Ei/ 名 是 名 的 扩 域 . 

(1) 车 P/ 名 是 可 分 的 而 Ej 多 是 纯 不 可 分 的 ， 则 了 P@oE 是 
域 ， 男 一 方面 , 若 了 /加 不 是 可 分 的 , 刘 存 在 指数 为 1 的 纯 不 可 分 
扩张 /加 ， 使 了 P 扣 ok 包含 一 个 韭 零 客 零 元 . 
{2) 车 Pj/@ 是 可 分 代数 的 , 则 对 任何 EF/ 名 ,，P@oB 没有 提 
中 类 堆 元 ， 车 外 在 巨 中 荐 可 分 代数 幸而 的 , 则 P8wE 是 一 个 域 ， 

(3) 假 项 Pi 是 纯 不 可 分 的 ,而 Ej 名 是 任意 的 ,或 者 Pj 多 
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是 代数 的 面 旬 在 互生 是 可 分 代数 封闭 的 ， 则 PGeE 的 元 是 单位 
或 是 窜 零 的 。 

证 在 (1) 中 及 在 (3) 的 第 一 部 分 中 可 设 特征 天 0。 在 所 
有 情形 下 ,我们 都 将 PEoE 写成 P 名 BE， 并 将 P 和 互 看 作 

PHE = PE 

的 子 代 数 。 它 们 是 线性 不 相交 的 。 因 此 满足 已 讲 过 的 各 种 线性 无 

(1) 设 P/8 可 分 而 三 六 引 不可分， 由 可 公 性 推出 ， 渤 pi， 
rspm 是 P 的 外 无 关 元 , 则 对 每 个 “一 0 1，2 元 pY， 
pv 是 台 无 关 的 ， 令 设 


一 > po E PRE. 
1 


这 里 pi EP, gi 五 我们 可 以 假设 py 是 名 无 关 的 。 著 # 去 0, 见 
还 可 设 每 个 o 天 0。 因为 Ej 是 纯 不 可 分 的 , 故 存 在 正 整 数 < 
使 of 二 gE (1p), 则 2 一 opfreP。 车 x 到 0, 则 
ea 过 0 且 和 是 P 的 非 才 元 . 因此 x” 有 逆 元 ,从 而 = 字 有 逆 元 ， 
于 是 P 名 EE 蚌 域 下面 设 P/ 不 是 可 分 的 ， 则 了 中 存在 元 pi， 
Pi pm 是 旬 无 闫 的. 但 加 中 有 Yi; 到 0 使 3 人 一 0 并非 
所 有 条 都 是 外 中 元 的 次 符 ， 所 以 五 一 出 (cy 3，-…* 0m) 《其 
中 of 一 7;) 是 四 上 指数 为 1 的 扩张 域 ， 因 为 p; 是 年 无 关 的 ，。 且 
GE 疏 P 四 上 的 元 # 二 Bpioi 不 为 4。 男 一 方面 ， 
st = Fplot — BYip? ~ 0, 

(2) 设 Pj@ 是 可 分 代数 的 ，Ej@ 是 任意 的 ; 需要 证 明 P 名 
互 没有 非 零 震 零 元 ,而 且 当 中 在 互 中 是 可 分 代数 封闭 时 ,了 欧 百 是 
一 个 域 . 设 x EP@E, 2 一 > pi0l， pi EP 了， if E， 因 为 /外 

1 
是 代数 的 , 故 这 些 p; 生成 一 个 有 限 维 扩张 。 在 证 明 过 程 中 显然 可 
用 这 个 扩张 代 酝 P 了 ， 因 此 可 以 假设 [了 :多 ] 二 ce。 由 了 的 可 分 性 
推出 了 一 8(6) 衬 B[x]/(fx)), fCx) 在 B[x] 中 是 可 分 的 而 
且 是 不 可 约 的 .由 第 一 章 可 见 ( 中 译本 p.86)， 
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POE ELx]/(f tx)). 

所 必 只 要 证 明 [Ex]lj(ftx)) 没有 非 式 儒 零 元 ,而 且 当 钊 在 瑟 上 是 
可 分 代数 封 团 时 它 是 一 个 域 就 行 了， 在 第 一 章 曾 经 营 到 ，ELx]/ 
(f(x)) 是 域 的 击 和 ， 而 且 容 易 验 证 ， 具 有 这 种 构造 的 代数 不 包 合 
目 鹤 曙 稚 元 ， 这 就 证 明了 第 -~ 个 论断 ， 下 面 汕 E[x]/(fCx)) 不 是 
域 , 则 在 E[x] 十 jx) = g(x)h(x), degg tr) > 0,deght{w) > 0， 
设 台 是 入 j) 在 全 上 的 分 列 域 , 且 在 8[x] 中 并) 一 HH(r 一 wi)， 
因为 wi 是 fr) 的 报 ， 它 们 是 到 上 的 可 分 代数 元 ， 于 是 g(x) 和 
(xw) 的 系数 也 是 下 上 的 可 分 代数 元 ,因为 fx) 在 再 [*] 上 不 可 
约 ， 志 以 这 些 系 数 是 五 的 元 而 且 不 全 含 于 名。 因此 全 在 EE 中 不 基 
可 分 代数 封 脐 的， 

(3) 首先 假设 了 / 旬 是 纯 不 可 分 的 ，E /名 是 任意 的 . 令 


3 二 Dy pior€ 了 的 五 ， 
1 


PitP， me, 选择 e 盖 0 能 pr” 一 we, 网 zz? 一 3oia es， 
则 或 者 sr 一 0 或 者 zz 在 中 中 有 道 元 .在 后 一 情形 下 , x 是 了 池 玉 
的 单位 。 下 面 设 了 /中 是 找 数 的 ,多 在 互 中 是 可 分 代数 封闭 的 ， 令 
3/ 甸 是 PH/ 的 最 大 可 分 子 域 , 则 PE 一 了 P@E 在 种 上 的 子 代数 
3E 是 /人 @ 与 $9 的 张 量 积 。 因为 8 在 E 中 是 可 分 代数 封闭 
的 ;由 (2) 得 ZE 一 了 RE 是 一 个 域 。 令 {ps} 是 P12 的 一 个 基 ， 
{og} 是 32/ 的 一 个 忒 ， 则 {psog) 是 PIB 的 一 个 基 而 且 这 些 元 
在 P 咏 吾 中 是 吾 无 美的 , 于 是 元 挛 是 8E 无 关 的 这 就 推出 ， 邵 
果 把 P 与 3E 看 作 卫 上 的 代数 , 则 PEE) 一 PP 名 >3E。， 另 一 方面 ， 
P(2E) 与 PE 一 PoE 是 有 上 的 同一 的 代数 . 因此 只 要 证 明 
P 罗 :3FE 的 每 一 元 是 宪 零 元 或 是 单位 就 通 了 。 由 鸭 P13 是 纯 不 
可 分 的 ,由 现在 所 证 的 第 一 部 分 就 可 得 证 ?， 

我 们 的 下 一 个 目标 是 要 得 到 两 个 域 (其 一 是 纯 超越 的 ) 的 张 量 


DD 证 其中 用 到 PeR 和 Pst2 扩 sR》 是 相同 的 这 可 由 瀛 用 积 航 一 般 公 忒 得 
到 ,由 结合 标 ， PB 人 eR) 衬 (P 的 2 区 )@@e 加 《从 考 术 书 导言 第 二 等 J 题 中 的 
第 5 臣 )， 此 芥 。P 包 z 卫 生 P， 改 P 的 (2 的 p28) 磋 P 的 eZ. 一 薄 者 注 ， 
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积 的 一 些 结果 ,我 们 要 证 硼 以 下 

定理 22， 设 了 是 多 上 的 簿 超越 扩张 即 P 一 区 (8)， 这 上 轧 瑟 
是 一 个 超越 基 , EE/ 是 任意 的 ， 则 了 BoE 没有 零 因 了 于, 设 台 是 
它 的 分 式 域 , 则 9 一 E(B8) 是 E 上 以 8B 为 超越 基 的 纯 超 越 扩 张 ， 
此 外 , 若 旬 在 EE 中 是 代数 封闭 的 (可 分 代数 封闭 的 ), 刚 P 一 @(B) 
在 如 一 E(B) 中 是 代数 封闭 的 (可 分 代数 封闭 的 ), 

证 ”我们 限 鲁 把 P 和 EE 看 作 PS 的 子 代 数 ， 因 为 互 是 懂 
数 元 关 集 , 不 同 的 单项 式 Bf 和 2 (大 守 0, Pe BB) 的 集 M{ 形 
成 由 8 生成 的 六 代数 鲁 [8] 的 一 个 基 .， 因为 $B[B] 与 5 是 线性 
不 相交 的 ， 所 以 对 是 瑟 无 闫 的 。 故 了 在 E[8] 中 是 代数 无 关 的 ， 
虫 此 可 见 , 若 上 是 上 的 有 限 子 集 , 则 LF] 没有 零 因子 ( 卷 1 的 中 
译本 p. 3939) .因此 E[B] 是 一 个 整 区 , 故 它 有 诗 域 8, 其 元 有 形 
式 PO ,这 里 P, 0EE[B]， 可 风 8 一 E(B)， 而 8 是 5E 上 的 
代数 元 关 集 ， 故 8 是 EE 上 的 以 B 为 超越 基 的 纯 超 楼 扩张 ， 再 来 沽 
察 怠 所 含 的 形 为 了 人 的 元 的 子 代 数 9,, 这 里 Pt E[B8]， 

9E BLB]. 
我 们 来 证 明 这 个 子 代数 恒 司 于 PB@oE。 首先， 我们 有 ELB]SO 
到 EELB]SP696E 内 的 恒 等 同 构 。 电导 言 的 IT, 这 个 同 构 可 唯 -- 
地 扩张 为 8, 一 {Pq :IPE E[B],0 了 49€8181} 到 PpE 内 的 
同 板 。 这 是 因为 了 一 {8) 中 存在 9*， 设 2s 是 PB@6oEB 的 任意 
元 : 它 可 以 写成 x 二 Zpi8i, pi EP 一 B(B), se;€ 而且 
pi = pi9!', Pis ¢€ LB], 

故 2 一 之 (PE7)9 一 Po 这 里 Pe KE[B]， 于 是 x 是 在 ,的 
辣 构象 内 , 故 吕 , 同 构 于 PQsB。 我 们 若 将 PEBoE 与 0 等 同 起 
来 ,由 于 吕 盖 征 [B]， 可 见 Q 也 是 0, 的 分 式 域 。 这 就 证 明了 第 一 
个 论断 .为 了 证 阴 第 二 个 论 晰 我 们 要 证 阴 : 若 如 一 E(B8) 所 售 
不 属于 &(B) 的 (8) 上 的 代数 元 (可 分 代数 元 )， 则 互 包 洛 不 
属于 重 的 征 上 的 代数 元 (可 分 代数 元 )。 显 然 , 则 果 只 一 E(B) 由 
存在 这 各 欧 卉 的 元 ; 则 它 阳 属于 E(F)， 这 量 玉 是 BB 的 有 限 子 集 ， 
因此 可 以 取 B83 基 有 限 的 ， 由 归纳 法 可 知 ， 只 引证 明 以 下 结 虹 : 令 
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Ei® 是 任 仿 域 ,点 是 王 上 的 二 战区 。 如 果 EC(E) 包含 一 个 不 属于 
P(E) 的 多 () 上 的 代 娄 元 (可 分 代数 元 ), 则 会 有 一 个 不 属于 名 
的 @. 上 的 代数 元 (可 分 代数 元 )， 为 此 , 令 了 是 EL(E) 的 一 个 元 ; 它 
基 9(5) 上 的 代数 元 , 令 x 二 忆 r ”二 二 有 是 3 在 人 B(5) 
上 的 最 小 和 多项式， 系数 可 写成 启 一 忆 9 路, 这 里 户 ， 9 中 [8]《 例 
如 ,可取 作 Pi 的 分 母 的 莱 积 ), 则 已 一 全 是 更 全 ) 上 最 小 多 项 
式 为 x 十 Pr 十 Px 十 … 十 P， 的 代数 元 ， 如 果 已 一 BC 
其 中 P, 9E E[#]， 且 是 互 索 芍 多 项 式 , 则 再 的 方 栖 给 出 
也 一 一 总 PE 一 六 人 一 一 世人 

如 果 旬 是 正 次 数 的 , 则 9 有 一 个 不 可 约 因 子 ,而 上 述 关系 表明 它 是 
P* 的 因子 。 从 而 也 是 了 的 因子 ,这 与 P, 8 的 假设 玉 盾 ， 所 以 9 
是 单位 ,而 且 HEE[E], 设 日 = 外 十 B25 寺 十 BE” 
gi E EE。 我 们 要 证 明 ; 由 关系 0 二 H(5)" 节 PSYH(5)"”! 十， 
pa), 日 一 (5), pi 一 Pi(#) eB[#] 推出 系数 8; 是 和 上 的 
代数 元 ， 设 a€ 加， 考 过 E[51 到 内 的 E 同 坊 : 5 一 g。 因为 
二 是 超越 元 ,所 以 这 样 的 问 态 存在 .照例 将 9() 的 象 记 作 Qt{a)， 
则 有 关系 式 He)” 二 和 (oo 二 十 名 (ae) 一 0， 因 为 
pite) ET， 这 就 表明 8 = Hla) 是 加 上 的 代数 元 ， 先 假设 名 包含 


所 十 1 个 不 同 元 iis O23 "yy Cmts 由 Htlomr) 一 了 | Ej 一 名 基 
j=0 


更 上 的 代数 元 全 一 1，2,……，m 二 1)， 国 为 范 德 蒙 德行 列 式 
de: (ch) 0, 

这 些 关于 5i 的 方程 有 唯一 解 ， 且 可 由 通常 的 行列 式 公式 求 出 ,所 
以 上 是 中 上 的 代数 元 。 如 玉生 没有 王 十 工 个 元 ， 这 个 论证 就 行 控 
以 下 方式 狂 作 修改 : 设 疡 是 特征 选取 ”使 所 之 m.。 令 开 中 
x 一 1 在 吾 上 的 分 发 域 , 有 是 五 在 由 上 的 代数 元 所 成 了 志 ， 显 
然 盏 有 加 十 1 个 不 同 元 a+。 我们 就 在 这 些 元 上 进行 论证 ,将 用 
二 代 酝 ,人 @ 用 甸 代 替 。 和 前 面 一 拌 我 们 可 以 断定 8; 是 下 上 的 代数 


申 原 书 误 为 87 ,一 一 遂 者 注 ， 
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元 ,因此 也 是 甸 上 的 代数 元 。 如 困 所 说 的 nn B05), 则 蝇 和 (5)， 
国 而 岂 一 宫 syt' 中 的 8; 不 能 全 在 台中。 因此 中 存在 不 属于 如 
的 多 .上 的 代数 元 ， 次 设 9 (5) 且 了 是 (#8) 上 的 可 分 元 ， 则 
日 KDEY HH 是 WW(#) 上 的 可 分 代数 元 。 那 末 si 是 代数 元 而 且 城 
BD(E,, ss 5m】 含 有 不 属于 中 的 可 分 代数 元 。 否则, 因 其 特征 
为 户 , 就 有 se9 EB( 对 基 个 。 一 1,2,…*)， 那 末 HY EE 中 (8). 与 
互 在 囊 (5) 上 的 可 分 性 予 盾 ,证 毕 ， 

现在 开始 处 珀 “混合” 类 型 , 即 既 非 代 数 的 也 非 纯 超越 的 域 . 首 
先 证 明定 理 21 的 部 分 结论 的 推广 

定理 23。 设 P/9 是 可 分 的 ,而 /外 是 任意 的 ， 则 P@oE 
没有 非 霍 帮 霉 元 。 

证 显然 只 要 在 P 是 有 限 生 成 的 茶 件 下 加 以 证 明 即 可 ， 此 时 
P 是 可 分 生成 的 , 故 P 有 一 个 超越 基 8 使 P 在 本 3) 上 是 可 分 代 
数 的 。 考虑 由 BC(B)》 与 生成 的 于 代数 了 (BD)E 一 @(B)&eE， 
把 它 和 PP 一 样 看 作 是 域 8(B) 上 的 代数 . 若 {ps} 是 P 在 @(B) 
上 的 基 , 则 还 如 2cipi 一 0 (erE CB)E) 的 关系 式 仅 当 每 个 oc 二 
0 时 成 立 。 这 就 推出 了 eB = 了 避 owj$(B)E3。， 招 定理 22 应 用 
于 (BY)E 一 (BB)CoE, 则 (BI)E 可 以 要 人 入 域 2 一 E(B) 中 ， 
而 且 PomDLB)E 是 PowmQ 的 子 代数 ,此 处 8 是 8(8) 上 
的 域 ， 从 此 只 要 证 有 明 P&pon2 没有 非 零 短 堆 元 妈 可 。 又 因为 P 
在 外 (8B) 上 是 可 分 代数 的 ,再 由 定理 21(2) 即 得 了 P@esyQ 没有 
非 专 必 灾 元 。 

以 下 设 了 是 任意 的 而 下 在 EE 中 是 可 分 代数 封闭 的 令 B 是 P 
在 多 上 的 一 个 超 武 基 , 和 前 面 证 骨 一 栏 , PB@oE 一 P@rw@B(B)E， 
而 且 它 是 了 他 mw9 的 子 代数 ,其 中 避 是 域 E(B)， 册 定理 22 知 
道 ， 2(B) 在 台中 是 可 分 代数 封 卫 的 。 央 为 了 在 有 (如 ) 上 是 代数 
的 ,定理 21 (3) 表明 了 外 oo8 的 每 一 元 或 是 景 零 元 或 是 单位 ， 今 


1 原 书 误 为 .~ 一 译 者 往 . 
2) 对 此 有 占 精 彩 的 论证 ;参看 p'194. 一 一 著 才 十 ， 
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设 z 是 P@oE CP@esy2 的 任意 元 , 则 = 不 是 寡 彼 元 就 是 P@s np 
的 单位 ， 在 后 一 情况 下 ，< 不 是 P@oB 的 零 因 了 于， 因此 我 们 行 
到 如 下 : 

定理 旨 。 设 了 赵 域 下 的 任意 扩张 域 , 四 在 下 中 是 可 分 代数 圭 
闭 的 。 则 P@eE 的 每 个 地 因子 都 是 才 专 的 ， 

最 后 两 个 定理 显然 有 以 下 直接 排 论 ， 

推论 1 设 P 和 巨 是 更 的 黄 个 扩张 城 旦 使 (1)》 Pj®@ 或 E18 
是 可 分 的 , (27 了 在 P 或 E 中 是 可 分 代数 料 闭 的 , 赔 PG@eE 是 一 
个 整 区 ， 
”特别 寺 , 如 果 Pj 多 是 可 分 的 , 人 在 P 中 是 代数 封闭 的 ， 则 尘 
任何 El，PC96E 是 -个 整 区 ， 洪 足 这 两 个 条 件 的 扩张 Pj@ 古 
作 正则 的 。 若 罗 是 代数 封闭 的 , 则 它 是 完全 的 ,所 以 任何 扩张 /9 
是 可 分 的 ， 因 此 代数 导 域 的 每 一 扩张 是 正则 的 , 习 而 有 

推论 2 设 多 是 代数 封闭 的 ， 则 对 中 的 任何 扩张 域 P 和 此 ， 
PoE 是 一 个 整 区 ， 

11. 域 的 自由 合成 ”我 们 记得 ,上 两 个 趟 EF 和 P 的 合成 是 一 
个 三 元 组 (T, ss 门 ， 这 里 了 是 名 上 的 域 , s+ 分 别 是 别 上 的 五 和 
P 到 了 工 内 的 同 构 , 而 工 是 由 象 请 和 P' 生 成 的 ($1.16),. E 和 P 了 的 
合成 《Po 与 (T', ss', 是 等 价 的 :假如 存在 了 工 到 T 上 的 同 
沟 # 使 二 吉 ;Y 一 wt， 在 $1.16 我 们 已 经 研究 了 有 限 维 扩张 P 
与 另 一 扩张 的 台 成 在 代数 儿 何 中 对 下 面 这 种 域 的 合成 比较 感 兴 
趣 , 这 时 的 焉 不 一 定 是 代数 的 ,对 这 概念 有 以 下 的 限制 : 

定义 Ej 和 Pj 的 域 合成 {T, s, !) 称 为 自由 合成 ， 
假若 对 于 和 P 的 任何 代数 无 关子 集 忆 和,， 集 C， 是 不 相 
公 的 ,上 且 CUD' 在 了 工 /8 中 是 代数 无 关 的 . 

因为 任何 代数 无 关 集 可 以 恢 入 一 个 超越 蘑 中 ,显然 , (T, :, 1) 
是 自由 合成 这 个 条 件 等 价 于 : 对 于 Ej9 本 Pj 的 每 -对 赵 越 
基 玫 和 也，B: 各 8” 是 不 相交 的 , 中 了 US 是 代数 无 区 的 。 现 
在 基 穴 一 下 * 杀 件 册 "每 " 空 可 及 用 " 某 ? 字 代 钙 。 候 设 互 ) 严 存在 二 
线 基 昌 ，P) 呈 存在 旭 薄 基 有 它们 能 使 B' 和 BR" 是 不 相交 的 ， 
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庆 UB” 是 代数 无 关 的 ,于 来 戈 们 就 可 以 断定 , 这 个 合成 了 是 自由 
合成 ， 显 然 只 要 对 有 乡 集 C ,如 验证 定义 的 条 件 就 行 了 。 在 好 中 
可 以 找到 有 限 子 集 了 使 C 和 下 在 下 上 是 代数 相关 的 ， 因 为 己 是 召 
的 于 集 ， F' 与 P' 在 了 中 是 代数 无 关 的 。 因此 六 (SCS@(F’, DY) 
在 @(D') 上 是 代数 无 关 的 。 这 就 推出 名 CF’,，C', D 人 ) 在 名 上 的 
超越 次 数 是 了 十 2， 这 里 了 是 基数 | 了 | 而 4 一 |D1 (参考 83 洒 
是 中 的 第 3 题 )。 因为 (EF', C0) 在 B@ 二 的 起 起 次数 是 1, 而 县 
C' 是 代数 无 关 的 , BP(F', C07) 在 名 (C0') 上 的 超越 次 数 是 1 一 c， 
这 鼻 c 一 1C1, 十 是 儿 (F,， C1, DP?) 在 8(C', D') 上 的 思 越 次 
数 不 起 过 了 一 ce。 由 此 及 关于 B(F', C',D') 在 和 上 的 古越 次 数 
的 公式 推出 PCC'，D') 在 更 上 的 超越 次 数 至 少 是 
tf 十 二 一 帮 一 中 一 有 十。 

于 是 5， DP! 是 不 相交 的 , 而 且 CUD' 直人 代数 无 关 的 . 将 此 结果 
毅 述 如 下 ; 

引 理 1 设 (T, s, 7) 是 上 的 城 & 和 @ 上 的 域 P 的 域 合成 . 
假如 EE 在 .上 有 超越 基 5 和 i 了 在 上 有 超 碱 基 B', 使 及 ,了 ”是 
不 相交 的 ，B'U B” 是 代数 无 关 的 , 则 (T,s, 让 是 EB/ 和 Pi 
的 自由 合成 

还 权 注 意 , 如果 对 于 B 和 和 8"', 引 理 的 条 件 成 立 , 刚 8'UB" 是 
工 的 超越 基 ， 因 为 所 与 P' 的 元 均 为 BC(B'U 8B") 上 的 代数 元 ,而 
TI 是 由 疡 各 P' 生成 的 ,因此 TT 在 BCBUB8") 上 是 代数 的 , 所 以 
B'UB” 是 一 个 超越 基 ， 

我 们 可 坟 用 引 到 的 判别 方法 去 证 骨 则 上 侍 意 两 个 域 召 与 P 的 
自由 合成 的 存在 性 ， 令 召 和 也 分 别 是 则 上 五 欢 P 的 超越 基 。 如 
果 B8 和 8B' 是 有 限 的 , 了 W 了 一 让 有 一 {rm a} 
那 未 构造 详 十 站 个 未 定 元 ma 后 xy 的 多 项 式 代 数 DILx， 
Wo] 并 作 它 的 分 式 域 P(x, 上 33 “Ty rm+n), 我 们 有 
到 人 了) 到 名 Ca x Xn) 内 的 同 构 使 一 wi(i 一 12,+……， 
和 及 省 (BY) 到 BCs 和 rr)】 内 的 辐 移 使 一 xy 
人 二 12 现 令 @ 是 D(x, Xs™ "3 wmtn) 的 代数 闭 包 、 
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那 未 我们 知道 , 间 欧 :与 # 分别 可 区 和 开拓 为 BP(B) 与 B(B') 的 
代数 扩张 与 P 到 8 内 的 同 构 s 和 + (参考 本 章 第 一 节 习 题 中 的 
第 1 题 )， 由 中 理 可 知 , 如 果 了 是 由 EB’ 和 P' 生成 的 如 的 子 域 ， 则 
(T,s，1) 是 性 和 了 的 自 由 念 成 。 若 召 或 B' 是 无 限 的 ， 邯 末 可 以 
使 用 类 似 的 步 紧 ,或 对 这 稍 作 修 中 ,定义 BB 和 8B" 到 其 中 基数 较 大 
的 一 个 (比方 说 B) 办 的 1-1 酉 射 , 使 所 得 的 象 是 不 相交 的 ,这 些 了 映 
射 可 以 分 别 开 拓 为 更 [B] 和 多 [8 内 的 同 构 s 和 + 则 也 能 开 活 
为 (8B) 和 @(8') 到 B(B) 内 的 同 鬼 * 和 总 从 而 能 够 开拓 为 
EE 和 P 到 @{8B) 的 代数 闭 包 避 内 的 同 构 :和 41。 二 是 (T, ss 六 是 
P 和 BE 的 自由 合成 ,这 里 是 由 FE’ 和 P' 生成 的 。 

现在 推广 $ 1.16 的 想法 ,得 到 多 上 两 个 给 定 域 了 和 P 的 所 有 
合成 及 所 有 自由 合成 (等 价 意义 下 ) 的 概貌 .如 前 作 张 量 积 @eP。 
把 和 P 与 它们 在 E@ysP 中 的 象 等 同 起 来 ， 令 和 节 是 EB@&sP 的 
索 理 想 ( 卷 1 的 中 译本 p. 160); 因此 (EoP)/ 季 不 侈 是 一 个 整 
区 ,而 且 是 多 上 的 一 个 代数 。 我 们 可 以 把 它 要 入 其 分 式 域 了 中 . 
设 : 表示 ELCE@BP) 到 (EW@oP)/ 思 的 自然 同 态 5 一 6 十 第 , 
内 为 E 是 堪 , 1 一 1， 所 以 这 是 一 个 同 构 ， 还 因为 《E@eP)/ 凶 忆 
了。 可 以 把 * 看 作 是 E/B 到 了 /6 内 的 同 构 。 类 位 地 ,有 P 到 
内 的 同 构 i:p 一 pp 十 季 。 今 E 和 P 了 生成 EBP， 于 是 束 和 了 生 
成 代 狼 (EBP) / 季 ， 因 为 T 是 (ECP)/ 季 的 分 式 域 ,可 见 域 是 
由 它 的 子 域 所 和 P' 生成 的 , 故 (T,s, 缮 是 Ej 和 Pj@ 的 合 
成 


其 次 , 设 是 E69oP 中 男 一 个 素 理 想 ，(T', ,1") 是 按 刚 
才 所 给 方式 构造 的 相应 的 合成 。 设 (T,s ,7 和 《rr 等 
价 , 则 有 工 到 上 的 网 构 #* 合 一 sux， 一 1#， 闭 么 # 映 时 为 

EB 二 忆 一 8 一 8 十 我 ,pp 二 p 十 季 一 Pp 十 利和 
于 是 * 在 子 代数 EP'/ 弛 上 的 限制 鼎 射 使 38ip; 十 第 司 ZEipi 十 
节 ， 这 里 Bj EB，#i EP， 因 而 与 $1.16 一 样 , 由 Zs8ip;& 季 推出 
26ipi 种， 因此 第 三 御 而 且 如 果 对 六! 重复 这 个 论证 , 得 到 弟 ' 对 
季 ， 可 见 五 多 opP 中 不 同 的 素 理 想 给 出 EE/ 加 和 Pj@ 不 等 价 的 合 
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成. 
” 今 设 (T', :1) 是 /9 和 Pj@ 的 任意 合成 , 那 末 能 把 Ej 
和 P/@ 到 FT 内 的 司 格 Y, 组 合 起 来 得 到 E@oP 到 F 内 的 同 
态 :Zeipf -> Fefp#y。 这 个 同 态 象 是 由 B"1@ 和 P"/@ 生成 的 子 
代数 BE"P“， 这 是 一 个 束 区 因此 如 果 节 是 同 态 核 , 则 
(EBP)P 2 Boge， 

而 且 (EB@P)/$ 是 一 个 整 区， 因此 末 是 已 @P 的 素 理想 ,并 可 由 
此 按 前 面 方法 构造 合成 (T, r。 !/)， 从 E@P 了 到 E"P” 上 的 同 态 
导出 (E@P)/$ 到 E"P” 上 的 同 构 使 Beip; 十 第 - Zefp}， 这 
可 唯一 开拓 为 《E@P)/ 季 的 分 式 域 T 到 了 上 的 同 构 我 们 有 
sav = (8 十 包 )* 一 5" ,EE EB, p= (pp 十 纠 )" = p", pEP. 因此 
“是 《T5371) 和 (Ts,1) 的 一 个 等 价 欢 射 ， 我 们 的 讨论 想 
立 了 BReo 的 素 理想 器 的 集 到 E/@ 和 Pj@ 的 合成 的 等 价 类 
集 门 的 1-1 满 射 

在 $1.16 中 ,我 们 建立 了 也 人 epP (这 里 [P;8] < oo) 的 极 大 
理想 的 集 与 EJ 和 P1e@ 的 合成 的 等 价 类 间 1-1 满 射 。 我 们 现在 
看 到 部 是 现在 所 讨论 的 一 种 特殊 情形 ， 我 们 知道 ， 一 个 整 区 如 果 
是 有 限 维 代 数 ， 则 它 是 一 个 域 (导言 p.8)， 由 此 又 可 推出 。 有限 
维 代 数 的 任何 素 再 想必 是 极 大 理想 。 如 果 P/@ 是 有 限 维 的 ，. 则 
EBoP 可 以 看 作 是 了 上 的 有 限 维 代 数 , 因此 这 个 代数 中 的 素 理 想 
是 极 大 的 ， 对 于 fP:@] < oo 的 情形 ,现在 的 对 应 就 简化 为 前 面 
的 论断 ， 

还 剩 下 朗 把 5@P 中 的 、 能 使 对 应 的 合成 (Ts, +) 是 自由 的 
那些 索 理 想 提出 来 ， 设 8 和 8B’ 分 别 是 和 P 的 超越 其 ， 我 们 知 
道 8 e 5 的 单项 式 集 M 是 @ 无 关 的 . 对 fr& 中 的 单项 式 集 M" 有 
类 似 的 结论 ， 此 外 , 若 M 一 {mw 让 ，M' 一 {加}, 则 积 的 集 {mm} 
是 无关 的 这 就 推 得 集 B 和 8' 是 不 相交 的 ,而且 BUB' 是 一 
个 代数 无 关 集 。 关 于 象 B' 一 18 十 季 和 8B” 一 {8' 十 包 } 有 相 
同 结论 成 立 当 且 仅 当 在 夺 @P 到 (E@P)/ 负 的 日 然 间 态 下 子 代 
数 PLB UB 了 没有 非 零 元 映射 为 0。 这 等 价 于 条 件 
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PILBUBINP= 0. 
办 比 得 到 了 第 一 个 条 件 ，E @P 的 案 还 和 标 争 决定 的 合成 (了 ,s,s 7 
起 魏 由 会 成 当 且 权 当 PL[B UB 人间 第 二 0. 为 了 方便 ,我 们 常 将 这 
些 条 件 镀 作 修 改 ， 即 用 互 和 ?各 名 的 子 域 2{B8) 和 B(8') 生成 
的 子 代数 中 (B)BLB') 来 代替 B18B UB']。 容易 有 出， 王国 了 的 
这 些 子 代数 的 元 有 Per 有形， 这 里 PEBEBUB], gE B[B]， 
rE€ [8B]. 显然 [LB UB'] 是 一 个 整 区 ， 由 此 及 有 (BID)G(B) 的 
元 的 形式 推出 PLB8)2(B') 旦 一 个 束 区 .车 Pq 一 关 0 且 属于 
书店 名 (BB(B)， 则 PP 闫 0 而 县 PEBCB)BLBN 包 因此 
PNODBIPLB YD 
推出 思 作 LB UB ] 关 0， 有 反之 显然 以 上 条 件 绽 出 以 下 结论 

引 理 2 由 吾 信 了 的 类 理想 第 定义 的 合成 域 (fs; 门 是 自 
出 能 当 且 仅 当 第 六 三 ( 且 ) 轴 (五 ) 一 0 此 处 召 和 五 分 别 是 天 1/ 呈 和 
P /有 的 超越 基 . 

我 们 记得 ,如 果 。 是 一 个 交换 环 , 各 是 一 个 子 环 , 则 元 E90 称 
为 在 龟 上 是 整 的 , 假若 存在 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 (x) 各 [xz]， 
第 g(a) 一 0《 状 1 的 中 详 本 p. 168)， 我 们 曾经 在 卷 1 的 p. 169 
证 有 明了， 如 果 久 是 话 特 环 ， 则 5 的 G66 整 元 集 是 一 个 包 售 各 的 子 
环 。 再 后 会 看 到 ， 这 个 结果 对 任何 交换 整 区 "也 是 成 立 的 。 但 是 
湛 特 环 这 个 条 人 性 对 于 证 明 以 下 所 需 结 果 是 足 驶 的 ， 

引 弄 3 设 B 和 8B" 分别 是 Ej$ 和 Pj 的 超越 基 , 则 E@eP 
的 每 个 元 在 PCB)P(B') 上 孝 是 蓝 的 ， 

证 因为 E 和 PP 分别 在 BB(B) 和 DP(B') 上 是 代数 的 ， 显 然 
和 P 的 元 在 2(B)2(8') 上 是 整 的 , 因为 于 因 P 由 E 和 了 生成 ， 
故 只 可 证 角 C8)%(B') 整 元 集 是 一 个 子 环 就 行 了 , 因此 必须 证 
明 : 当 ea, 是 看 (B)D(B') 政 元 时 ,6 一 8 和 ap 也 是 BB(B)8(B') 
效 元 ， 因 为 任何 一 对 元 ,8 在 子 代数 DCF)@B(LF') 上 都 是 整 的 ， 
这 香 忆 和 和 是 互 和 旦 ”的 有 限 子 集 . 记忆 要 和 证明, 是 多 (BB) 
BLB') 刺 元 ,内需 对 B 和 8' 者 是 有 限 集 来 证 明 这 一 点 就 行 了 。 此 
时 可 以 应 用 多 项 式 环 ( 卷 1 的 中 详 本 p.159) 的 希 尔 伯 特 基 定理 推 
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世 于 (CB)L8 守 是 诺 特 环 。 下 面 证 本 gtB) 罗 (B') 是 诺 特 环 ， 令 
3 是 8(8)P(B') 的 一 个 理想 , 则 一 3 加 (8) 加 [B81 是 
PLB)IB'] 的 理想 ， 所 以 它 有 有 限 生 成 元 集 Po Pas -Pm 
PLB)DPDLB') 的 尾 何 元 形 为 Pg 5 这 电 了 PE 中 (93)LB 1 g€ [8']. 
如 果 这 个 元 在 3 内 , 则 了 一 (P9 ae3, 上 且 了 一 AiP:， 此 处 
426 DLB)[B'1。 因此 Pq ' 一 34Ai9 1)P;。 这 就 证 明了 PP,, Pi。…， 
P 是 3 的 生成 元 集 ， 所 以 B(B)P(B') 是 诺 特 环 ， 十 是 4 一 8 
和 o8 是 B{(B8)@(B8') 整 的 ,证 毕 ， 

现在 证 明 以 下 

定理 25， 由 EE 的 oP 的 素 悍 起 玉 雇 定 的 中 上 的 互 和 了 的 会 
成 【Pass 四 有 是 自由 合成 当 且 仅 当 帅 的 一 切 元 均 为 E@eP 的 零 
因子 . 

证 根据 引 盟 2 须 证 ， 对 5/D 和 Pj 克 的 超越 森 B 和 B'， 
香 满足 


PNPLBIPCBY) =0 
当 旦 仅 当 节 的 每 个 元 都 是 鹤 因 上. 首 洛 假设 笛 只 含 零 因子 , 且 设 
Pe 包 人 (BP(B), MP 是 (8)E(B') 的 元 , 且 是 EW@P 的 起 
因子 。 我 们 要 证 了 是 B(B)8(8") 的 切 因 子 。 为 此 ， 选 至 五 在 
B(B) 上 的 其 {#6} 和 PP 六 E(B') 下 的 基 {vg}, 容易 看 到 ,五 多 了 
的 每 个 元 能 写成 和 式 2Z0。suvg, Oop (BB(B')， 而 且 

三 日 out — 0 
仅 当 每 个 0ws 一 0《 留 作 习 感 )， 因 为 了 是 五 多 了 的 零 因 子 , 则 在 
在 元 王 人 ttctg 王 人 第 PISDatotp 一 0 好 BPOogtovs 一 0 得 
因 P@eE P(A)G(B')， 故 有 PQs 一 0 而 用 有 车 些 Dr 过 0 玻 
P 是 更 (如 ) 生 (7 ) 的 一 个 零 因 子 . 因为 BCB)B(BY) 站 区区 这 
就 推 山 了 二 0， 所 以 第 仆人 (8)(B) 一 0。 反之 ,人 龟 入 

.Pg(B)P(B) 一 0 

人 了 让 囊 的 任 一 元 ， 巾 由 引 理 3 推出 : 存 苍 灌 风 II P* 十 cP” 十 
GP" 十 ' 十 co 一 0 的 关系 式 ,这 量 cE (BIB(B)， 可 以 假 
淡 二 是 极 小 的 ， 这 个 关系 长 朋 
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一 Do cP es PE PND EYP BEB'), 
故 cs, 二 0， 从 而 得 到 PIP" 二 oP 二 下 ,十 ci1) 一 了， 因为 
n 是 极 小 的 , 故 Po- 上 cP" 十- 十 cwi 了 0， 则 P 是 一 个 只 
因子 ， 故 证 明了 任何 Pe 包 都 是 零 因 子 ， 证 毕 . 

交换 环 o 的 办 堆 元 集 形成 一 个 理想 称 为 o 的 ( 谐 鹤 ) 根 锦 ( 卷 
1 的 中 译本 p. 161)。 如 果 第 是 0 的 素 理 想 ,*€ 各 ， 则 有 整数 mw 使 
和 < 种 这 就 推出 z& 种 ， 所 以 办 包含 于 6 的 每 一 素 理 想 中 3， 上 
节 普 经 证 明 , 若 下 是 多 的 任意 域 , 而 且 更 在 P 中 是 可 分 代数 封闭 
的 ， 则 B@oP 的 给 因子 是 艾 堆 元 。 由 此 及 刚 才 所 指出 的 结果 得 
到 : 五 节 P 的 根 久 是 2BoP 中 元 全 为 零 因子 的 唯一 素 理想 ， 根 
所 定理 25 以 及 E 和 了 在 名 上 的 每 一 合成 等 价 于 出 E 品 P 的 素 理想 
所 确定 的 某 个 合成 这 一 事实 ,得 到 焉 列 结果 

定理 26 设 瑟 是 多 的 任 壮 扩 张 域 , 旬 在 P 中 是 可 分 代数 封闭 
的 , 则 在 等 价 意义 下 ， 忆 /有 和 Pj 多 公有 一 个 育 由 合成 。 


DD 在 第 五 章 会 看 到 , 入 时 #5 的 所 有 案 理 想 的 交 . 一 一 著者 注 . 
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第 五 章 
由 值 论 


域 的 研 值 刁 念 起 源 于 人 习 和 希 思 给 域 的 元 眠 池 一 个 数量 的 想 
蕉 ， 经 典 的 岗子 是 实数 城 或 有 理 数 城中 的 绝对 值 Ia|。 在 有 理 数 
域 和 更 一 般 的 煞 减 【有 理 数 的 有 限 代数 扩张 ) 的 算术 性 质 研究 中 ， 
具有 基本 音义 的 是 有 理 数 域 的 p-adic 赋值 ， 对 二 给 定 的 素数 p， 
有 理 数 “ 的 赋值 ps(e) 表 示 整 除 有 理 数 的 ?的 协 ， 在 代数 函数 
域 的 研究 中 赋 逢 也 起 闭 重 要 的 作用 。 对 此 ,必须 稍微 推广 这 一 概 
念 ,使 之 等 价 于 位 的 概念 ,和 而 位 的 艇 念 是 由 惑 得 金 各 韦伯 (Weber)} 
首先 引入 的 ,用 来 在 代数 锋 数 中 给 出 黎 曙 Riemann) 曲面 的 纯 代 
数 定义。 贼 什 论 已 成 为 代数 和 分 析 之 间 的 牢固 的 纽带 : 一 方面 ， 
它 加 深 了 代数 前 数 的 研究 ， 另 一 方 廿 ， 它 又 导致 引 人 分 析 的 概念 
《如 收 仇 性 、 积 分) 来 研究 数论 的 问题 。 

我 们 将 从 实数 值 荆 值 开 始 讨 论 ， 我们 可 区 分 琴 种 类 型 . 阿 基 
米 得 (Archimedean) 髓 值 各 非 阿 基 米 得 赋值 ， 后 者 导致 赋值 概念 
的 扩充 ,使 其 值 不 是 取 自 实数 域 而 是 取 自 一 个 有 序 的 人 交换 群 。 我 
们 将 决定 域 的 最 简单 形式 的 赋 信 ， 并 较 详 细 地 考虑 赋值 的 扩张 问 
题 。， 帮 为 应 用 ， 将 证 明 荐 尔 伯 特 (IHibert》 零 点 定理 ， 并 研究 交 
换 理 区 的 整 闭 包 ， 

丰 实 赋值 我 们 首先 考虑 肥 实 数 氛 的 赋值 ,并 称 之 为 实 赋 簿 ， 
在 器 开 址 理论 药 同 时 从 收 化 性 芍 观 点 出 发 展开 实数 系 是 可 能 的 ， 
但 会 变 得 复杂 些 ,因此 ,我 们 将 不 这 样 做 而 假定 读者 熟悉 所 需要 的 
那 部 分 有 关 实 数 的 基本 概念 ， 

定义 1。 域 @ 的 一 个 实 赋 什 m 是 了 了 到 实数 域内 的 一 个 映射 
0 -> pla), 使 沽 
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(te) 写 0 和 pfe) 一 让 当 且 仅 当 一 小 
(i) lap) = playp(p). 
GH) pa +P) Gp) + (0), 


机 。 (1) 和 为 复数 域 , 多 ae) 为 通常 的 苑 对 证 认 于 十 训 ， 这 时 揽 数 二 4 了 + 上 
WW 一 154y 为 实数 .这 就 给 出 了 任意 于 域 上 的 卫 值 ， 持 列 是 实数 域 和 和 有理 风 域 上 的 赋 
值 . 

(2) 外 为 有 理 数 域 ,p 为 素数 , 若 a 壮 0om 和 记 x 二 pt 太 二 0, 土 !; 士 2 
… ;而 w% 是 一 个 与 加 互 束 的 有 理 数 5 记 为 : 《ef 本 一 1 所 户 ee' 与? 互 案 是 指 ee 的 
车 个 表达 起 由 的 分 了 于、 分 矢 均 与 p 富 素 。 加 数 上 由 唯一 决定 * 并 记 pefe) 一 下 ， 扩 
C9) 二 pp 四 ,此 外 ;项 定 v00) 一 00,85C0) 一 0) 则 《5 是 朋 显 的 ;CH) 和 6G 名 是 示 
确 的 ， 若 4 二 0 或 8 二 0, 这 是 显然 的 ; 设 于 0,8 才 0 了 a 二 ,3 二 Pp' 其 
中 Cf) 二 1 二 (Bp); 则 a8 二 op*rtr 和 (eB',p) 二 1， 因此 ppleB) 一 起 
十 上 一 yp(2) 十 09 有) 于 是 pofcB] 一 Pop) 如果 不 所 i 则 < 十 月 一 名 
《er TT Pp vole tt BminCo po), rpCB)), 因 此 wle 十 有 Atnax 《pre， 
ep? 这 个 不 竺 式 是 比 全 他 页 强 的 关系 . 于 是 gfe) 是 个 赋值 ?此 赋值 称 为 有 理 数 
域 上 p-iiie 战 什 ， 

(二 加 (x) 是 硬 关于 导 越 元 x 的 扩张 城 ,x(x》 是 名 [*] 内 的 不 可 约 多 项 起 . 
如果“ 是 -~ 个 非 零 的 有 理 式 , 记 e 二 x(x)*e' ,其 中 大 为 整数 ，w 为 有 理 式 且 与 * 互 
素 C{w's7) 二 0, 就 是 说 ,x” 有 这 样 的 表达 式 ; 其 分 下 ,分 但 均 与 x 部 宗 . 必 y,(x) 二 
二 Pe 一 et(e 为 实数 ，0<e<]D 并 令 v.00) = 00,9.(0) 二 0. 与 例题 中 的 (2) 一 样 可 
验证 9o。 足 个 赋值 ， 这 种 类 型 眠 值 的 旦 型 情形 足下 为 复数 域 ， 审 fx) 为 钊 上 的 有 理 画 
流域 :这 时 ztr》 有 形式 + 一 +; 而 $Catx)) 肇 划 有 理 睛 数 salx》 在 点 * 二 7 的 襄 
域 惧 的 特性 .我 们 看 到 ;如果 bxCw) 一 天 > 0) 姑 w 在 地 处 有 天 阶 的 零点 ;如 果 DC&》 
一 一 二 :天 六 05 则 er) 在 x 二 + 处 有 七 阶 的 极点 ;如 果 paste) 二 0) 则 在 x 二 + 处 群 
设 有 和 零点 也 没有 极点 .在 无 穷 远 点 考 典 w(x) 的 等 伺 也 是 有 直 的 ,这 只 要 在 出 fr] 中 
引 壕 另外 的 央 慎 就 可 凡人 慌 到 ;如 果 eCx) 圭 0, 记 wz] 和 = (B86 二 Bx 十 十 六 mr》 


ro 站 二 03 二 0 刚 rx) =(L) “G2Yy +. 


(x) 在 天 淮 远 点 


有 # 一 m 防 蕴 替 点 ; 若 ae 一 mr<<0ya(c) 在 无 穷 远 点 有 到 一 阶 的 报 点 ;如 果 = ms 
elx)》 在 无 当 运 点 酸 没 有 零点 也 没有 极点 ， 我 们 其 定 bak) 一 二 一 ,pCa (9) 
二 cc) v00) 一 cosC0) = 0。 这 就 抬 出 了 一 个 虐 信 ， 这 种 程序 可 应 用 
于 仁 问 的 (Cx)(x 是 超越 元 》. 

(C1) 对 任意 城 ®; 规 定 ， 当 a0 村 。9(z) 一 19C0) 一 0 此 奖 欧 信和 为 平凡 
的 . 我们 蛙 划 指出 例题 (3) 中 的 零乱 多 。 和 名 。 关 于 名 均 是 平凡 的 ， 


今 列 出 实 巾 直 定义 的 某 些 直接 维 论 首先 ,出 (ii) 得 到 (1) 
LA ' 


,Pp( 一 1) 一 1 和 gp( 一 ge) 一 g(a)， 而 且 , 如 果 a 0,pto ') 
一 pfoe) :如果 二 为 单位 根 。g (5 一 1， 由 上 几 得到， 对 有 限 域 其 
仅 有 的 赋值 是 平凡 的 ， 我 们 还 注意 到 

(1) {pte) 一 qtP)| Spt{e CO— 

去 中 川 是 普通 的 绝对 值 。 所 有 这 些 断 言 都 是 容易 得 到 的 ， 我 们 把 
证 明 留 给 读者 。 

定义 2. 实 赋值 gp， 和 qs 称 为 等 价 的 ,如 果 对 c, Be， 
ga > Pt8) 当 且 仅 当 pe) > qa). 

从 54 中 我 们 要 考察 的 收 仑 性 的 观点 看 ,把 具有 上 述 定 义 那 样 
关系 的 赋值 视 为 恒 冰 是 很 自然 的 。 此 种 关系 导致 了 下 述 多 少 有 点 
令 人 惊异 的 结论 。 

定理 1， 如 果 和 等 价 于 qz 则 存在 正 实数 * 使 得 对 一 切 “ 
EB ,po) 一 pe) 

证 ， 由 于 断言 中 的 p， 和 mm; 是 对 称 的 《和 一 号 ,我们 可 
设 pp， 和 gq 中 的 一 个 (例如 pi) 是 非 平凡 的 , 则 存在 oo€ 名 ,使 得 
0 < pm) = 1 因此， 0 之 oa(o) 之 1, 故 gy; 也 是 非 平 
凡 的 , 而 且 我 们 可 记 和 (aa) 一 pt)', 其 中 :> 0， 事 实 上 ,此 关 
条 等 价 于 “一 log pz(60)/ log pr(00), 由 于 log pa(m) 过 0，log 
(0) <0, 故 5 盖 0， 如 果 问 是 更 中 的 任意 元 素 , 使 得 0 < oo 二 
1， 那 么 0<ea(oj < 1 我 们 要 证 明 

log Pala) logtmtfa) 
02) io po0) log plow) 
(2) 中 的 两 个 比 是 正 的 。 令 m 和 是 正 整 数 ， 使 得 m/s > log ps 
Ca)f log plo) ,RN] mog p00) < 1 log pile), log par) < log wp 
(a") 有 p(w ) < pte")， 估 此 ，pslag) 一 qzte") 于是。 如果， 
重复 上 述 步 嗓 , 就 得 到 m/s > log zz] log pztoo)， 则 mj 一 
log pikc)y iog pile)， 由 于 对 一 切 正 有 理 数 * 一 mjn 这 些 关 系 
均 能 保持 , 故 有 等 式 (2)， 因 此 


log pite) log palos) _ ， 
logg(e) lgplo)  ” 
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入 对 一 团 的 a, 使 puto) < 1， 有 pata) 一 gta), 如果 tay 
六 1, 则 取 co 后 此 等 式 殷 成 立 。 此 外 ,如 杂 pifa] = 1 = pu(1)， 
由 显然 有 plo) 二 1， 因此 ,对 一 切 opile) 一 Pike}, 

定义 3， 一 个 实 嵌 侍 四 称 为 阿 基 米 得 凯 但 ， 刘 果 对 过 域外 
的 某 个 料 数 pw 二 #1 三 1 二 1 十 一 十 ln 个 了 有 pt 庆 
1，。 人 理由 ,此 赋值 称 为 非 陋 基 米 得 的 ， 

如 果 再 有 特征 p 了 关 0， 则 素 域 中 任何 # 关 0 汐 是 单位 腿 ; 因 
此 (9 一 1。 于 是 ， 特 征 为 如 的 域 的 每 个 赋值 者 是非 阿 基 米 得 
的 .我 们 也 注意 到 ,满足 ple 十 有 所 max(pte), (8)) 的 任何 
赋值 是 非 所 基 米 得 的 .因为 由 归纳 法 可 将 此 不 等 式 推广 为 p(w 
十 名 十 于 co 之 max(ptol pCes))。 并 由 此 得 p(n) 
所 p(1) 一 1， 此 结果 的 逆 也 是 正确 的 ,因为 有 

定理 2. 如果 四 是 一 个 非 阿 厦 米 尽 实 冉 值 ， 则 对 滞 中 每 个 
mep, Plo 士 有) EE maxtple) ,ptB)). 

证 ”我们 有 

Ploe tA) = po + (aR +p") 
< ple) + pe) pp) + + pAP)" 
nt Dmaxtgplo)’ pkE) 

因此 ,我 们 得 到 pta 十 站 所 (5 十 ”max(pta), pt8))， 由 于 
limtn 寺 ”一 1, 由 此 科 


C3) fa + P) Emaxt pte) pte)). 
习 题 3 
本 习题 中 的 * 岩 值 ? 均 指 “ 实 髓 值 ?， 


1 证 明 : 如 果 风 是 一 个 防伪 * 是 实数 :0< 1: 则 c< 一 多 ee) 是 隔 值 ， 再 证 : 如 
梁 尔 是非 阿 基 米 得 的 ? 则 对 任 亲 的 :>0ox 一 ae) 兢 吴 位- 

?2- 建 立 非 莘 基 米 得 赋值 的 下 述 性 质 : 
《和 训 果 go > 的 8) 册 ple 十 站 之 gn), 
《5》 如 果 &, 二 ;二 十 wy 二 0; 则 对 基 个 ij 尘 jp = Ca). 

3 没 铺 为 了 的 一 个 距 人 入; 它 在 的 子 域 吾 上 是 平凡 的 ， 而 ?在 镍 上 是 找 数 的 > 证 明 
旬 夺 上 旺 平 凡 的 。 

4, 谱 锡 赴 重 的 目 平 凡 央 慎 ;请 是 更 的 一 个 使 四 Ps1 的 非 零 元 :证 泣 : jeDyS1 
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当 生 充当 9 有 et fr 一 1 2,…》， 由 未 证 明 ， 即 果 出 是 一 个 梗 得 由 gt7) 必 1 可 
推出 W727 的 总 讲 ; 刘 起 可 出 P6791 得 出 拱 7)>15 由 yp0) 二 1 得 出 国人 
二 1, 进而 证 明 委 和 蔬 是 等 价 的 ， 

5 证 明 : 区 时 名 Pn 是 域 下 上 不 等 价 的 非 平凡 三 值 , 则 存在 # 属于 下 使 
得 Ye 0 而 or(oD 1 对 于 一 2733 5 引 提 示 : 了 二 2 的 情形 是 第 4 古 的 一 个 
简 第 掉 治 ”此 这 个 推论 和 归 商 法 可 得 到 户 使 得 旬 朋 ?2 1 AB f= 二 1y 2 03 
一 ]; 污 中 以 考 于 ?使 很 CD 之 15pa(7) 必 1，。 匣 果 nC 所 1， 可 对 一 个 充分 大 的 
整数 A 取 & 二 B*Y。 如果 paCB)>1, 可 对 充分 大 的 放 取 二 YBRC1 二, 


2. 有 理 数 域 的 实 贼 慎 我们 来 决定 有 理 数 的 阿 基 米 得 赋 信 ， 
其 结果 如 下 

定理 3. 有理 数 的 任何 隔 基 米 得 距 值 等 价 于 绝对 什 匡 值 . 

证 ( 阿 正 ) 设 # 和 w' 是 大 于 1 的 整数 , 记 六 一 四 十 am 十 
+ 

pn) plao) + Pha) pn) 十 ， + phan)p la)t, 
由 于 0 志 pias) 安 g; 之 #; 从 而 得 到 

pha) Sal TF pn) + + PO) < 
过 RR 二 lmax(1l,p(Cn):), 

我 们 有 ww 实 * 友 ,因此 太志 logn'j logn, 且 


(6) er on 十 1 max( 1 pln) eee). 


如果 用 {mn)” 代 灰 天: 入 正 下 当 , 则 以 (6) 得 到 


Pn < 力 (2 logn 十 1 )max( 1 ,POY ene) 
log* 


取 * 次 根 , 得 到 
{7) 和 (op < | aa 下 + 中- maxt 1 ,p(n les) 


Jo nt 
由 于 a 闫 0 时 ,limtre 十 5)“ 二 1, 由 (7) 得 
(8) pln) S max po) mm). 
由 于 四 是 阿 基 米 得 赋 信 ,可 选 产 使 得 p(n) > 1; 因此 由 (8) 得 
(9) 1 < on) 二 四 (ol orn, 
因此 p(w) > 1, 财 么 我 们 能 交 模 和 * 的 地 位 得 到 : 对 任何 两 
个 正 整 数 # 和 #' 都 有 有 
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(10Y) Pn) es 一 pln) tna ， 

成 log p{2)/ logn 是 一 个 与 #4 无 美的 正 实数 :日 p(x) 二. 于 
是 ， 对 每 个 月 至 数 < 有 qle) = Jal'， 显然 p(w) 等 价 于 绝对 值 
赋值， 

定理 4.。 有理数 的 任何 非 平 凡 非 阿 基 米 得 实 峰 住 等 价 于 对 
茶 个 赤 数 了 的 p-adic 赋值 . 

证 ” 因 对 每 个 整数 4 有 p(x) 安 1， 沙 对 每 个 整数 ，m(o) 一 
1, 则 是 平凡 的 。 故 在 在 非 零 整数 5 使 得 pt6) 过 1 设 思 是 满 
足 此 条 件 的 整数 请 的 棠 , 则 此 集 为 整数 环 工 的 一 个 理想 ,这 是 由 于 
如 果 BE 第 有 p(B 一刀) 所 max(q( 妈 ) 全 区 成立, 如果 mET， 
BE 加 有 p(n5) 二 p(n)qptw) 二 1 成 立 。 因此 名 一 (的 这里? 
是 一 个 素数 。 由 于 0 之 ptp) 二 1， 政 可 素 为 p(P) 一 2 ', 这 里 
5 之 0。 设 # 是 性 一 整数 , 且 使 4 一 wp, 这 里 夺 守 0,(s',pP) 一 1, 
则 ,那么 p(n ) 一 下 因此 p(w) 二 2 *。 由 此 得 出 PP 是 由 
?决定 的 p-adic 赋值 的 : 次 短 . 

3. 呈 {x) 在 三 内 为 平凡 的 实 赋值 设 * 是 P 了 一 8@tx) 的 超 
越 元 ,我 们 来 决定 上 约 平 几 的 实 赋 值 gq。 由 于 素 域 包 含 在 中 内 ， 
对 素 域 中 每 个 整数 关 0 有 p(w) 一 1。 因 此 中 是 非 阿 基 米 得 的 .我 
们 分 两 种 情况 讨论 : 

I P(x) 所 1。 在 此 情况 下 ,对 每 个 人 (2) 一 十 ox 十 *…* 十 nx” 
Elz], p(tf(#)) 志 1]， 由 的 非 陪 基 六 得 福 这 是 显 然 的 。 人 以 现 
在 超 慢 议 中 是 非 平凡 的 ， 这 意味 苦 在 在 多 项 式 f(x) 使 得 p(n 
<1, 设 秆 是 更 [z] 的 子 集 , 委 的 元 是 使 p 门 < 工 芍 多 项 式 / 
与 定理 4 的 证 明 一 样 可 知 惠 是 由 [*] 的 素 理 想 ， 凶 二 (x(x)), 且 
fr = ed0 e100 果 F(x) 一 mRNA (rx), BCx)) 

一 1, 则 ql) 二 ct。， 因 紫 凶 是 在 红 例 甫 的 (3) 中 讨论 过 的 那个 赋 
值 外。 

I._ pt) 之 1 设 x) 一 0 十 x 十 "十 Cwx*, 其 中 wm 
天 0。 则 plomx™) 一 p(w) > p(x (对 之 吉 )， 因 此 ，q(f) 
一 fs” (参看 1 习 题 中 的 第 2 题 )， 如 果 令 p(x 二 , 中 人 


7310*， 


之 11, 则 g(t) 一 cn， 容易 验证 了 是 在 $1 例题 的 G3) 中 所 定义 的 
那个 赋值 pe， 

4. 域 的 完备 化 ” 实 吴 值 最 重要 的 作用 之 一 是 在 战 引 进度 曼 
空间 的 概念 。 为 此 ,最 方便 的 方式 是 从 部 向 和 收 伊 性 出 发 ,其 基本 
的 定义 是 模仿 普通 分 析 学 的 . 

定义 4 没 中 是 一 个 有 实 虐 值 P 芍 域 , 称 序 列 {oil ,不 一 上， 
23 “在 台中 收 争 (关于 下) ,如 果 存 在 ceE8; 对 任何 实数 守 09， 
存在 整数 六 一 和 (s) ,使 得 对 一 切 > 兰 六 有 
(11) pfe — oa) < 6, 

此 了 时 a 是 唯一 的 且 称 5 为 {m4} 的 极限 。 基 0。 一 0,fctj 叫 做 零 序 
列 。 序列 {ex} 称 为 柯 西 【Cauchy) 序列 ,如 果 对 性 意 ££ 这 0, 存 
在 一 个 整数 N 一 N(8) ,使 得 对 一 切 m,n 之 NN(e) 有 

{122 fen 一 op] < E, 


级 数 >, a 的 收 化 与 通常 一 桩 ,定义 为 部 分 和 st 一 aj 的 


序列 {4} 的 收 化 .例如 ,在 有 p-adic 王 慎 的 有 理 数 域内 ,由 于 当 
# 充分 大 时 ， 


oe Ts ~ 一 prtp ptl 一 了 站 一 让 < 


故 级 数 3 pt-! 收 化 于 1/(1 一 力 )， 


如 同 实数 的 情形 , 容 攻 看 出 ， 任 何 收 伍 序列 是 柯 西 序列 :反之 
不 一 定 对 .这 就 导致 有 下 述 结论 

定义 5。 称 霹 多 关于 实 赋值 是 完备 的 ， 如 果 中 之 元 素 的 每 
个 柯 西 序列 在 下 中 收 令 ， 

对 性 何 有 实 同 值 下 的 域 四 ,我们 将 着 手 构造 多 的 完备 化 东 . 此 
域 下 有 下 述 性 质 : 

1， 再 是 及 的 扩张 域 , 有 实 贼 和 值 更 为 生 的 卫 伪 里 的 一 个 扩张 。 

2. 地 是 日 完备 的 。 

3. 子 址 人 宣 在 囊 中 是 移 密 的 , 也 就 是 说 ， 而 的 每 个 元 均 基 名 前 
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某 个 收效 序列 的 极限 ， 

首先 考虑 EP 的 柯 西 序列 tetj 的 集 CC， 将 证 明 C 闫 于 
运算 {ox} 十 {gx} 一 {es 十 有 aa Be 一 4Br] 是 一 个 环 。 为 
了 今后 的 需要 ,有 个 述 结论 ; 

引 理 土 如 果 {ox} ,PE CR {a 二 Py 和 {earpr} EC, 
如 果 tasjee 且 为 非 零 席 列 , 则 存在 % > 0 和 一 个 整数 N 使 得 
pes) 症 对 一 切 ” 产 六 成 立 。 

证 给 定 引 >0 则 存在 N, 使 得 当 mw,# 宇和 NM 时 和 (mm 一 
ox) < 8512 存在 NN 使 得 当 2,9 之 同时 (8 一 8 < gs/2。 设 
六 一 maxft sw) , 则 当 mn N HH, plon + Br — on — Po) SE 
pam 一 go) + 四 (Bu Bn) < ef2 + E12 =e. 因此 {ox + Bi} 
EC。 其 次 ,存在 正 实数 :,! 使 得 对 一 苇 训 有 met 之 + 和 p(B4) 
三 二 因为 ，、 如果 当 入 充分 大 , wt 空 和 N 时 ， plem 一 gw) 之 1 故 
对 一 切 的 my 实 和 N, 有 plen) 一 中 ton) 所 ten 一 ww) < 之 1, 十 是 

Fan) 把 站 (an) 十 上。 那么, 如果 了 一 max(gpley) 十 1), i 一 1， 
2 … 人 1: 则 对 一 切 多 ,ptee) 之 ss。 类 似 地 ,我 们 能 找到 上 关 0, 对 
一 切 《pf8 三 1， 因此 
(13) pomfn 一 cot) — Plomfm 一 mpBr 十 emp 一 apo) 

SS plen) ptm 一 Pa) 十 pf ) plam 
一 on) < spl — Bo) + pple 
一 cn) 
如 梁 最 N,, 使 得 对 ws# 产 Naofpo 一 Bo) 之 58123, 取 和 N,, 使 得 对 
N27 则 (13) 表 有 明 ,; 当 六 ,站 六 六 一 max 
(NN) 时 ，p (empm 一 cn8o) 过 68。 因此 ，{akptl EC。 现 设 
{ox} EE 忆 日 不 是 零 序列 , 则 存在 8 > 0, 使 得 对 无 限 多 个 友 ,p(ax} 

之 &， 并 存在 一 个 入 使 得 对 一 和 熙 tn,n 字 入 ; yp(an 一 0) < 8g/2， 
存在 了 关 N 使 得 g(ar) > g， 因此, 当 # 守 fp 时 ,p01) = plap 
一 (ee 一 po) 2 plep) 一 fcp — en) > ef2 = n, 证 毕 . 

欲 证 对 已 措 出 的 运算 是 一 个 环 ， 我 们 只 需 回忆 各 的 无 穷 序 
到 的 集 关 于 分 最 加 法 和 鞠 法 作成 环 ， 此 环 恰 基 可 数 个 下 的 完全 直 
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和 ， 此 环 的 0 元 是 { 时, 单位 元 是 [1 用 { 轩 表示 泗 下 一 12 3 
时 ， 鸣 一 上 的 序列 {a4} ,并 称 这 样 的 序列 为 常量 序列 {<}， 显 然 ， 
光量 序列 的 集 是 序列 环 的 一 个 子 环 ,自在 股 射 a 一 {a} 之 下 同 构 
二 B， 由 引 理 1 可知 柯 丁 序列 的 集 C 是 序列 环 的 子 环 , 显然 C 包 
会 常量 序列 环 ， 因 此 ，C 是 一 个 交换 环 ,有 单位 元 1 二 {1}, 且 C 包 
售 同 构 于 的 常量 序列 环 为 子 环 . 

其 次 ,考虑 C 的 由 零 序 列 组 成 的 于 集 2 ,我 们 有 下 述 结论 

引 理 2。 Z 是 C 的 一 个 极 大 理想 ， 

证 ” 芳 知 两 个 零 序 列 的 差 {oe} 一 1 由 一 {ci 一 B&}】 是 稚 序 
列 ， 现 设 {ox} 为 海 序列 , {74} 为 柯 西 序列 ， 引 理 1 的 证 明 表 明 , 存 
在 正 实 数 * 使 得 对 一 避 不,p(74) 一 如 果 5 >> 0, 选择 入 使 得 
对 一 切 # 守 入 有 plen) 二 sf 则 (asys) 二 ee， 对 一 茹 之 
N， 于 是 {akrt} 是 一 个 零 序列 ， 因 此 ZzZ 是 C 的 一 个 理想 。， 为 了 
证 明 Z 是 极 大 理想 我 们 要 证 明 两 件 事 ， Z 关 C 且 如 果 B 是 C 中 
色 合 Z 的 任 一 理想 , 且 含 一 个 区 {4}&Z, 则 8 一 C, 由 于 2z 中 
不 包含 任何 夺 10) 的 常量 序列 ,第 一 点 是 朋 显 的 ， 其 次 , 设 忆 是 一 
个 C 中 包含 Z 的 理想 ,有 含有 元 {ex} 所 Z, 引 理 1 政 明 存在 正 数 
和 整数 使 得 对 一 七 5 守 P,p(ter) 六 1 令 所 一 1, 如 果 丰 < 之 p; 
BL 一 x, 如 果 丰 尘 Pp， 则 lo) ~ [Pi] EZ， 考 虚 序 列 1 ,我 
们 有 p(B 一 启 ) = - a ry pr) < Plan oo), 
如 果 m,# 字 Pp， 由 此 得 {8 EC， 由 于 {fa} 一 {8} € ZB， 
far} EB,{Br} EB, 由 此 1 一 {867'}{Bi1 EB, 于 是 B=C. 
引 理 2 得 莽 环 一 C/Z 是 一 个 域 。 我 们 继续 证 盏 是 一 
个 具有 了 同 值 的 城 ,而 且 是 由 的 完备 化 . 
” 定理 允 ， 设 由 是 一 个 有 实 赋值 四 的 域 ， 政 一 C/Z 为 宰 西 序 
列 环 关于 霉 序 列 理想 Z 的 差 环 ， 则 画 是 -个 域 ， 且 包含 一 个 子 域 
闻 构 于 ,如 果 使 9 等 同 于 此 子 域 , 则 是 驯 的 一 个 完备 化 . 

证 ”我们 知道 映射 一 g} 是 吃 和 C 的 一 个 子 环 的 同 构 。 出 
于 莹 中 的 常 星 序列 只 能 是 {0}， 所 以 自然 同 态 {e} 一 {e} 十 Z 是 
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一 个 同 秽 ， 国 此 ， 得 到 史 吾 让 尖刀 /1Z 内 的 同 机 a 一 {a} 十 2 
从 现在 起 我 们 将 把 a 和 {a} 十 2、 名 和 它 在 菠 内 的 象 等 问 起 来 ， 
下 面 我们 证 时 由 有 一 个 赋 伟 中 是 中 之 赋值 中 的 一 个 扩充 , 设 {o4} 
《5， 册 于 |pkeoy 一品 (es)| 过 few 一 aa) 有 | {ox} 是 柯 西 序 
列 , 则 {pter)) 是 ~- 个 实数 利 西 序列 ， 内 此 ,由 实数 城关 于 绝对 赋 
值 的 完备 性 知道 limyfea) 存在 ， 其 次 令 {ot 是 另外 的 柯 西 序列 
使 {axl 十 2 一 {wv:} 十 了 这 意 哑 着 对 给 定 的 es > 0, 如 果 ” 靖 
NS) 有 wlos 一 06) <6。 于 是 plo) — ples)| < ple, 一 
oo) 之 5 和 妇 8 守 和 N(E)， 因此，lmqplar) 一 limgp(ax), 获 这 个 
实数 与 陪 集 4 一 {m4} -2 中 的 宛 La4) 之 选择 无 闫 。 现 在 令 旬 C4) 
一 imzptar) 并 着 手 证 明 鱼 是 中 的 一 个 峰值 。 首先 8(4) 守 0 
是 显然 的 。 如 果 4 一 ex). 十 Z 和 (4) 一 0, 则 limp(ex)==0; 
四 此 {ee} 是 零 序 列 ， 那 么 {faz}EZ 和 4 一 0， 媳 果 3 一 {8;} 
二 2, AB = {opi} + 2,%A4B) = limplet) = lmnoptle) 
PP) 一 PAN PLB), XK 4 B= {le tlt+2Z (At B) 
一 limplo tS lim{(p(lo) +t ph)) = (A) + (8), 
因此 起 一 个 辐 信 如果 4 二 EE 那么 4 二 {9a} 十 Z, 则 
旨 4) 一 inpko) 一 ple); 因 此 单 是 鱼 的 赋值 Pp 的 一 个 扩张 ， 其 
次 将 证 级 全 在 内 稠密 。， 设 4 = {wx) 十 2 是 重 的 一 个 元 ， 基 
是 常量 序列 ， 其 一 邹 硕 均 为 zx， 则 我 们 将 4; = a 十 2 等 同 于 
oA。 我 们 断言 lim A 一 4 因为, 如果 给 定 0， 则 能 找到 六 
pen 一 on] 于 BE 若 m,# 全 NN 则 lim ple 一 on) 存在 且 
、 男 一 方面 ， (4 一 dn) 一 lim pleem — 0), 大 (4 一 A») 
< ,车 mm 守 入。 因此 ， lim dy 一 的 ] 且 惠 在 更 内 是 竹 密 的 .最 后 
要 证 明 甸 是 完备 的 ， 设 {44} 醋 理 的 一 个 柯 西 序列 。 对 每 个 名 , 可 


以 选择 Ci PE 此 得 旬 (A | ox) < 去 » 则 Pam en) 一 入 


(am 一 4 A OA A) (Gm 一 了) 十 页 (dm 一 


4 了) 十 引 如 一 ci) 安 弓 4m 一 4 十 让 十 去 由 十 444} 是 一 
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沾 箱 西 序列 ， 这 就 证 明了 {es} 是 多 的 一 个 柯 西 序列 ， 现 在 如 提 
阿 到 原来 的 BD 六 到 元 4 一 {ox} 十 Zou 在 原来 的 中 ,那么 易 
知 im A; = 4, 

以 现 在 起 将 仍 用 Pp 记 西 中 节 贼 值 6 

现在 着 手 处 理 域 耳 的 唯一 性 问题 ， 更 一 般 地 ， 设 而 ,i 一 1， 
2, 是 具有 赋值 wp; 的 完备 域 ，g 是 黎 密 子 域 ， 设 * 是 一 个 血 到 
8， 上 的 同 构 , 它 是 等 距 的 , 即 tte)] = qi(a) aE 令 468， 
{sx} 是 中 的 一 个 序列 使 得 Emer 一 用 ,由 10%} 是 中: 1 的 一 个 
柯 西 序列 ,于 是 它 有 极限 B。 如 果 {a} 是 第 二 个 序列 ,有 Jlimai 一 
4 ,WEm 人 {Co 一 ox ) 一 0, lmqptor — x) 一 0; 因 此 ， lm qa( ot 一 
ci 一 0 lim (ok 一 a") 一 0. 由 此 得 imakt 一 B， 因 此 ,6 到 
为 的 鼎 射 了: 4 -> B 是 单 值 的 ,容易 验证 这 是 一 个 同 态 ， 显 然 在 ; 
多 工 有 了 一 ss， 类似 的 ,用 定义 了 的 同样 方法 能 把 一 扩充 为 
到 古 内 同 态 5 故 对 一 基 4E 面 有 A 一 二 ,而 对 一 切 B 
EB 有 B* ' 一 BB， 由 此 得 ?是 满 射 , 且 是 一 个 同 构 .最 后 注意 
到 ,如 梨 瑞 和 是 硬 到 别 上 的 等 距 同 构 ， 且 在 @ 上 重合 ， 
划 5 一 ,证明 是 显然 的 ， 闪 此 有 下 述 结 论 : 

定理 6. 设 Fi ,i = [ ,2 是 一 个 完备 域 , 具 有 赋值 Pi;, 且 BD 
为 年 的 箭 密 子 域 . 设 :是 B， 到 名 上 的 一 个 等 距 同 构 ， 则 
能 唯一 地 扩张 为 更 到 瑟 上 的 一 个 等 距 同 构 。 

特别 ,可 由 此 得 出 。 如 间 种 和 冤 是 同一 个 域 @ 的 完备 化 ， 
则 存在 一 个 更 /@ 到 /名 上 的 等 耻 同 构 。 这 只 要 拒 此 定理 用 到 
内 的 恒 等 贞 射 上 就 行 了 。 在 此 意义 上 的 完备 化 是 唯一 的 并 且 我 
们 可 以 使 用 玉 语 ， 域 儿 关 王 实 赋值 四 的 完备 化， 

习 是 36 
1. 设 号 尾 一 个 域 ; 具有 实 赋值 吕 。 证 明志 淹 明 的 查 交 证 ,和 ,至 与 积 是 币 上 的 连 鱼 国 

数 ， 并 证 可 映射 we 在 虽 * 革 基 话 续 的 中 * 是 年 的 非 堆 元 华 ， 
2. 设 备 是 外 的 完 务 化 。 证明 枉 等 映射 是 名 可 有 的 ,在 看 上 的 连续 自 同 娘 ， 

5. p-adic 数 域 的 一 些 性 质 ”我 们 首先 注意 任意 感 关 于 非 平 
凡 的 非 阿 基 米 得 实 赋值 ?的 了 法 些 性质， 如 果 更 是 这 和 翌 - 个 域 , 则 
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多 中 使 p(w) 过 1 的 元 4 所 成 的 集 0 是 甸 的 一 个 子 环 ; 因为 ， 如 
果 apeo 则 plop) 一 和 (ee(P) 1 ple PS max (p 
Ce),p(8)) 所 1。 称 此 环 " 为 辕 的 赋值 斥 。o Th 使 9/ 科 之 1 的 
元 8 所 成 的 子 从: 足 3 的 一 个 理想 ,这 是 因为 用 fm) 之 1 ,pi) 
< 1 之 1 可 推 弄 p( 记 一遍} 之 1 和 (fo 的) 之 1， 在 5 中 
但 却 不 在 p 中 的 元 5s 满足 ple) 一 1; 因此, pte 一 1 且 a™!'€ 
5， 有 反之 ,如 果 w 是 ?中 的 一 个 单位 , 则 由 pla) 所 1, ple 所 1 
和 pla)yple ) 一 1 得 出 pla) 一 1, 于 是 a&p。 可见 p 是 ?中 
非 单位 的 集 。 由 此 得 到 ,。 中 任 一 真 含 p 的 理想 含有 一 个 单位 ， 因 
而 与 " 重合 . 故 ? 是 " 中 的 极 大 理想 ， 若 qd 是 嘉和 省 于 "的 性 一 理 
想 , 则 9 不 含 0 的 单位 ;所 以 , qEp。 因 此 , ?是 3 的 唯一 的 极 大 理 
想 ， 差 环 ofp 是 一 个 域 , 称 为 下 关于 鱼 的 剩余 城 。 

显然 ,党 了 一 {ektajoc 关 0， ce 是 正 实 数 乘法 群 的 一 个 子 
群 , 称 T 为 Pp 的 信 群 ， 如 果 T 是 一 个 循环 群 则 称 此 了 赋值 为 离散 的 ， 
容易 看 出 , 正 实 数 的 子 咯 了 关 【 是 循环 的 当 且 仪 当 << 1 的 元 的 子 
集 天 有 一 个 根 大 元 ， 此 元 是 了 的 生成 元 。 设 外 是 离散 的 ,z 是 汝 
的 一 个 元 , 它 在 TT 内 能 使 plx) 是 之 1 的 最 大 元 , 则 rep,p 为 赋 
值 环 " 的 极 大 理想 ， 而 且 如 果 户 是 p 的 任意 元 素 ， 则 op) 所 号 
(9(8r ) 实 1 于 是 pr 一 co 一 om 故 p 是 主 浊 想 (=)， 
友之, 如果 是 一 个 主 理想 ，p 一 (=), 则 任 一 Ep 有 形式 ar， 
een0, 于 是 p(B) 一 plo)p (zy 二 ptr)， 因 此 p(tr) 是 T 内 之 1 
的 最 大 元 而 且 跨 是 离 歼 的 .由 于 w(x) 是 了 的 生成 元 , 对 外 中 任意 
非 零 的 < 有 四 (e)] 一 看 (= 闪 光 为 其 个 整数 。 因 此 ， 若 6 一 ar， 
pt) 二 pte)plr) 一 1, 则 8 是 5 的 一 个 单位 ,所 以 ， 名 的 任 一 
非 零 元 形 却 gx 一 0, 土 1, 寺 2,…, 其 中 是 0 的 一 个 单位 ， 

设 趾 是 任 一 有 非 阿 基 米 得 实 赋 信 9 的 域 ， 菠 是 四 关于 哩 的 完 
备 化 ， 现 在 去 证 上， 条 和 更 的 莽 值 群 相 同 。 并 在 某 种 意 久 下 对 番 
余 域 也 有 相同 的 结论 。 设 8€ 重 ， 则 直人 鱼 在 古 内 的 称 密 性 得 出 : 
在 史 中 存在 < 使 得 p(a 一 x«) < (za 由 二 贼人 习 是 韭 阿 菩 米 得 
的 , 故 有 ple) = pl& (a 一 2)) = max(top(le), ple ~— a)) 一 
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必 (R)， 因 此 ,有 we 生 使 得 pfe)] 一 gp{ 四 ,这 显然 表示 甸 和 西 有 
相同 的 值 群 T。 次 设 5 是 旬 的 赂 信 环 ， 5 是 它 的 非 单 位 的 极 大 型 
祖 , 如 果 b 和 8p 是 重 中 相应 的 子 集 , 则 0 一 5 站 更,p 一 凶 作 旨 。 如 果 
HE, 选择 ga€ 促 使 得 pa 一 0) 二 1, 则 3 一 ot 5, 于 是 wecub， 
因此 5 二 a(mogp), 这 就 证 明了 了 十 一 5， 我们 有 标准 的 同 构 : 
5 = (bP) of (NB) = of, 

异 助 这 个 同 构 ,我 们 能 把 西 和 旬 的 剩余 域 等 同 起 来 , 

在 具有 非 阿 基 米 得 赋值 的 完备 域 中 ， 级 数 收 化 的 理论 特别 简 


单 ， 忆 完备 性 推出 , > ak 收敛 当 且 仅 当 对 任 一 。 > 0, 存 在 一 个 


整数 和 N 便 得 ptewri 十 十 emtt) 和， 如 果 zm 污 和 N, 而 不 一 
1,2,*.“， 由 于 同 值 为 非 阿 基 米 得 的 ，。p 人 emp 十 一 十 Gm4k] 所 
maxptgm+ti)。 因此 ， 此 条 件 等 价 于 planmti) < 达 5， 对 m2 N, 
:一 1，2，-…。 而 这 就 等 价 于 fime 一 0。 这 天明， 一 个 级 数 


mm 


收 伍 当 且 仅 当 它 的 第 ”项 路 化 于 零 ， 由 于 D2) 吕 一 D2) 十 


1 


1 
py ,fp( De) max ( (5 wo ‘7 (DS 下 


得 充分 大 可 以 使 p( 六 wm】 变 得 任意 小 ， 如 果 闻 充分 大 我 们 就 有 


m+]1 


g( 习 < 一 (可) 如果 另 外 还 有 g(a) > p(@) > p(s) 


地 


之 …, 则 dS «| 一 to) ,因而 ,此 时 有 9 六 一 则 Ce)。 

现在 考 申 域 民 ” 的 特别 情形 ， 灵 9 是 有 理 数 域 R 关于 
p-ajfa 赋值 ppla) 一 Pp" 的 完备 化 ,这 里 ec 一 jia (esp) 一 1， 
称 域 逐 9 为 p-adic 数 域 。 显 然 ，R。 关于 ps 的 值 铬 是 由 六 ' 生 
成 的 循环 群 ; 因 此 对 RR 站 有 相同 的 结果 ，R。 和 KR 的 赋值 是 离散 
的 ， 设 bY 是 RR 的 央 值 环 ，5 的 元 是 审 qo(B) 安 1 的 p-adic 数 


"21l7 + 


5, 这 些 狼 称 为 p-adic 整数 .由 py 的 定义 显然 可 把 是 p-adic 整数 
的 有 理 数 表示 为 min, 而 (ssP) 一 1， 若 5 为 Ro 的 赋值 环 ,p 为 
它 的 极 大 理想 , 则 5 一 5MRo,p 一 了 站 Ro。 我 们 知道 5 一 。 填 5， 
因此 ,如 果 & 芷 任意 p-adic 整数 , 则 存在 有 理 数 mjn,[n,p) 一 
1 使 得 如一 严 /E5 还 存在 整数 a,6 使 na 十 P 王 1 min 守 
ma 二 pteomfn),， min 三 malmodB)， 小 8 三 #a(mod$), 这 表明 
5 一 了 十 8 而 了 为 整数 环 。 显然 5n7 一 (因此 剩余 域 5/8 兰 
11(p) 丛 好 是 睛 个 元 的 域 。 

设 z 为 p-adic 整数 , 则 上 述 的 讨论 表明 存在 一 个 元 at€ 1( 即 
< 是 一 个 普通 的 整数 ), 使 得 上 一 a EP， 如 果 a 三 b(modP)， 邮 
4 一 点 EP; 则 一 5€8， 这 说 明 , 对 每 个 p-adic 整数 a, 能 选择 


ae (0,1,2,.…,P 一 1}, 使 得 5 一 as€5, 我 们 断 硅 一 (a 


一 %) 是 一 个 p-adic 整数 。 首先， 注意 P 是 p 中 使 p(pP) 为 极 
大 的 元 ,由 于 R。 和 KR" 的 值 群 相同 ,， 政 ?为 中 有 极 大 wp(p) 
的 元 ， 所 以 ,理想 $8 是 以 了 为 生成 元 的 主 理 纺 ,于 是 , 如 果 记 满足 
p(B) 之 1, 则 BB 一 78, 而 7 为 一 个 p-adic 整数 。 特别 ，& 一 a 


一 pms 其 中 下 6i 因此 砚 一 (a a) es, 对 名 重复 这 种 


讨论 ,就 可 找到 一 0,1,2,.…,pP 一 1 使 得 而 一 Ep 用 5 一 


六 人 一 gj) E5， 这 样 8 一 qj 二 #8 二 go 十 Pp- 书 训 。 吉 此 纺 


续 下 去 得 

= a taptapt to Tanptt, 
其 中 0 一 1,Ered, 那 冬 EA 一 0， 故 有 
C14) a= Faptiar tidal. 
及 之 ,考虑 广 促 形式 的 任 一 级 数 : 可 设 此 级 数 为 emp 十 qmnp”* 
十 … 其 中 ; 实 0,4w 天 0 了 刚 此 级 数 收 禹 如果 & 是 它 的 极 
版 , 则 pop) 一 p(tP”) 一 ”因此 5E5 我 们 还 知道 ,aa 是 于 
的 革 位 当 且 仅 当 天 一 0， 攻 5 的 单位 是 使 ao 关 0 的 元 (14), 已 


» 1d" 


知 理想 六 是 和 二 生成 的 主 至 想 ， 由 此 得 RR?. 的 每 个 范 有 形式 
pt, 汀 E 是 一 个 单位 , 不 一 09, 土 1， 土 2,**， 因 此 每 个 元 有 形 
式 pt(ao 二 ap +"), 其 中 0 志和 pp 一 1. 

设 品 是 5 中 单位 的 汪 渤 群 ,我 们 希望 分 析 上 的 结构 ,首先 占 证 
明 品 舍 有 一 个 于 群 癌 构 十 也 (的 中 非 霉 元 蒋 法 属 , 即 一 个 ?一 1 
阶 的 循环 群 。 设 4 为 数 1,2,3,… 沪 一 1 中 的 一 个 , 则 af 一 a 十 
xp 而 * € 1 出 归纳 法 得 af* 三 a "(modp*), 那 么 一 这 一 


ETIS5。 由 此 可 见 

一 | 太一 人 Ar 一 a os 
(15) 5 一 + 二 二 (于 3 )e+ 
是 元 ”中 一 个 完全 确定 的 元 , 即 序列 tt} 的 极限 ,这 里 


各 
fd 一 十 (< 一 了 人 jp 。 中 (二 一 Pt 


在 任 一 个 具有 正 值 的 域 中 ， 如 问 实数 域 那 样 我 们 能 证 明 由 fimat 
= ,limb, — 六 可 得 出 lim tai +t bi) 一 这 二 记 in qr bs 一 238 { 参 
看 $4; 习 题 中 的 第 1 题 )。 因 此 ,由 limt% 一 4 得 出 im 全 因 六 一 
cp, 于 Lt) 一 art 得 liraar* 一 上, 和 lim{(ar*)? 一 Hmar*t 
丰 ， 然 而 ,显然 imat ”一 世故 有 训 一 和。 叉 由 (15) 易 见 t. 三 
akimaod 和 3 并 昌 因 4 和 半 0,(mod 下 ,5 天 0 于 是 总 一 1， 同 理 可 
证 ,如 果 在 集 {1,2,-…,p 一 1} 中 2 关 2 则 加 震 癌 。 因 此 ,我 
们 作出 了 zp 一 1 个 不 同 的 一! 次 单位 根 。 这 就 是 在 域 中 我 们 所 
能 有 的 全 部 元 ， 我 们 还 知道 4 是 一 个 循环 群 ($1.13, 引 理 1). 
设 EE UU, 于 是 8 一 4 十 4p 十 jy 产 十 "…', 其 中 0<a < 近 p， 
0 和 gp 下 刀 三 Emod BD),BL 一 5 8 二 1(med 有 如果 一 
个 p-adic 整数 绒 8 同 余 于 1, 则 称 1 单位 (Binseinheit)， 我 们 已 
证 明 5 中 每 个 单位 形 为 5 一 5, 其 中 再 是 一 个 1 单位, 设 U, 
是 上 单位 的 集 , 则 DU 是 局 的 子 群 。 欲 证 之 ;可 设 而, 和 HDV, 那么 
二 1 十 雇 ，Pi EB ， 则 由 于 名 十 遍 十 忆 By&EF 得 和 一 1 十 记 
1) 原文 误 为 L， 一 一 详 者 注 ， 


“319“。 


二 上 十 玉 忆 二 1mod 站， 也 易 知 1 一 遍 十 以 一 一 "一 (1 十 
让， 显然 ;1 一 记 十 并 一 二 1(modP)， 攻守 ' 二 {1 
BP) € Us. 

为 了 更 严密 地 研究 局 的 于 群 Ui, 在 p-adic 数 域 中 引进 指数 

这 数 最 为 方便 ,我 们 利用 级 数 来 定义 它 : 


] 6 =1 十 
C16) ExXpx + 本 于 十 …， 


我 们 要 证 明 : 当 p < 2 时 ， 此 级 数 对 -一切 x EF 是 收银 的 ， 如 同 
341 中 一 样 , 记 eoftz》 一 六 2 我 们 知道 zolx) 是 一 个 整数 ， 条 
件 zt) 一 1 >0 等 价 于 : zj 对 一 个 有 理 数 来 说 ，zr fo 
是 所 的 莽 , 并 在 * 一 psty (yt 一 1 的 意义 下 整除 *。 为 了 证 
明 ( 人 10) 的 收敛 性 ,我 们 显然 需要 一 个 关于 vp(1) 的 公式 。 为 此 ， 


我 们 注意 到 数 1,2,3。…, 中 有 位 | 个 可 能 被 整除 ,( 这 毕 是 p， 


2p,3p,., | <]. jz] 表 示 实 数 < 的 整数 部 分 .类 似 的 , 数 1, 2， 


4 有 反 和 | 个 可 能 被 P 整 除 。| 生 全 | 个 可 流 整除 ,等 等 . 这 就 
得 到 


ERICNOG 
区 此 orCt) <* (二 + 点 十， 一直 让 我 们 现在 设 
p 天 2， 那么 如 果 (一 21 和 之 0 则 (et > (1 
-> 0， 取 ve(0) 一 o0, 此 式 还 可 包括 + 一 0 在 内 ， 此 


不 等 式 表明 : 荐 二 之 0, 则 东 /K1 EB 而且 imsttl 一 0, 因 此 
(16) 是 收 化 的 而 且 expx 对 一 切 x 《外 有 定义 ， 此外， 由 于 对 不 
> 9,xt/K1E5, 则 exp 是 5 的 一 个 元 , cxp x 三 1(mod 5), 因 此 
expr EI， 如 果 x 关 0 和 mp 人 Go 一 1 之 1， 则 (af21 一 21> 
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闪闪 《> 2 网 we(zthD > 一 EC- 一 0)> 4 由 此 得 
到 ,和 如果 xe 玉 之 二 则 


《17) exp x—l—xERBt, 
现在 将 证 蚂 , 如 果 了 ,出 

{18) explr 十 》) = (exp x) (expy), 
设 


他 点 nn 人 3 (x +4 上 
No 
和 ’ 2 之 


中 
1 9 
Fl 二 
1! 2 i 一)! 
yk 
Zan 一 有 ™ > Ed 


站 i 
由 上 面 指出 的 不 等 式 推 出 lm (22s 一 Xa.7o) 一 0， 册 于 1mX 一 
cxpx, limY, = expy, limZas 一 exptz + 7), 这 就 得 到 (18)。 等 式 
(18) 和 exp x € UU; 可 建立 加 群 (5, 十 ) 到 厂 内 的 一 个 同 态 。 我 
们 将 证 明 事 实 上 了 映射 x 一 exp x 是 (5, 十 ) 到 VU， 上 的 同 构 ， 和 化 
证 此 映射 为 同 榨 ,内需 证 明 由 x 关 0 可 推出 exp x 过 1 即 可 。 因 
此 , 设 p(x) 一 1 00， 那 么 rz EB,x* 和 Pt， 则 由 (17) 显 然 可 得 
exp xz 天 | 
其 次 考 起 VU, 的 任 一 元 ,此 区 有 形式 147,YE$。 人流 入 呈 了 
并 考 忠 【1 十 exp( 一 x 中 (17)，exp( 一 4) 一 1 一 如 十 2 其 
中 本 E 挛 ;因此 
(1 exp(—r) = (+r)(l on 2) 

= 1 8 一 好 十 se 

一 诗 十 za 
其 唱和 一 玉 一 在 十 355 入， 设 我 们 早已 决定 元 素 zx， ， 
xz 使 得 内 EF, 且 


1) 原文 误 为 **。 


译 者 广 ， 


241 * 


《1 yjexpl—ogi ot 
其 中 x Bi 下 , 则 
【1 十 y)expt— xr 一 一 和 

= {1 十 exXPL 一 和 rm exp rn) 

一 《1 十 zeXPK 一 x+i) 

= nl x 十 和 is 
其 中 只 frE 本 下 十 af 一 不 和 十 2 一 上 上 十 2 这 里 
xz AH 一 说 十 2 it 这 表明 对 性 一 整数 实 1， 


存在 Ts Ry ss Xn EE 寺 计 使 得 (1 士 y)exp (小 = 


1(modgr*0 , 故 z 一 人 rt 是 的 元 ,我 们 断言 xp r 一 1 十， 
1 


了 


设 XX, 二 x, 则 由 于 XX, 一 + Eh 得 exp( 一 #4) exp 是。 一 exp 


+ 
(Xs 一 ?+) 三 1(mod Pr?")。 如 同 对 5 一 样 我 们 可 以 验证 ; 如果 
a lmod 8°1), si 二 (mod F719), Was; = lmod B"*), 
因此 ,我 们 能 从 {1 二 了 exp( 一 浪 ,) 兰 1(mod 5”") 和 exp (一 x) 
exp Xs 二 1(mod 和 ”得 结论 
《LI 十 y)exp(—r)} 二 1(mod p**'), 

由 于 +# 是 任意 的 ,可 得 (1 十 Yexp( 一 *) 一 1 和 1 二 y= expx 
如 所 需 。 这 总 明 * 一 expx,x 《5， 是 证 VU， 上 的 满 射 因此 就 证 
明了 下 述 的 结论 

定理 7. 设 是 pmadic 整数 环 5 的 极 大 理想 ，P 半 2，U, 
是 元 三 1(mod $) 的 群 , 则 指数 也 射 x 一 expx 是 加 群 (85, 十 ) 到 5 
的 1 单位 乘法 群 U0， 上 的 间 构 . 

注 。 要 证 * 一 exby 是 满 射 这 一 事实 自然 的 方式 是 给 出 逆 函 


3 
数 log 0 十 办 一 一 二 十 二 一 …, 它 对 一 切 多 ye 有 定义 


(下 面 习题 中 的 第 4 题 )， 然 后 我 们 必须 证 朋 sxp(log (1 十 站) 一 
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1 -Fy。 详 细 的 证 明 是 稍 长 了 点 ， 为 此 ,我 们 宁可 采用 上 述 方式 证 
明 + 一 expx 是 满 射 。 因为 这 样 做 不 时 求 将 它 的 道 定义 为 显 通 
数 ， 对 此 问题 的 完整 叙述 ， 读 者 可 参阅 哈 塞 (Hasse) 的 《数论 》 
CZablentheorie}， 柏 林 ，1949，。pp. 188 一 199, 

由 定理 7 易 见 群 U, 没有 有 限 阶 元 ,因此 ;如果 Z 表示 前 面 忆 
坞 作 的 人 一 1) 次 单位 根 的 群 ， 则 西门 Z 一 1。 我 们 知道 5 的 
单位 群 上 的 每 个 元 基 Z 的 一 个 元 和 UU， 的 一 个 元 的 积 , 履 世 一 到 
x Z 《 直 积 ), 

作为 这 些 结果 的 一 个 应 用 。 考 虑 在 p-adic 域 中 方程 2 一 知 
的 可 解 性 疝 题 ,其 中 mm 为 通常 的 整数 ,与 ? 互 素 ,P 半 21, 则 mEU 
且 可 写成 内 一 茂 ,) 其 中 ED wp 千 2(mod Pp),0 < 天 pp 显 
然 , 如 果 对 2€ RR? 有 孙 一 六 则 gqplB) 一 1, 于 是 如 果 妇 一 六 
在 EV? 中 有 解 , 则 此 解 必 属于 了 ,此 解 有 形式 X66, 这 里 如 是 一 
个 外 一 1) 次 单位 根 ,， iE。 从 UUxZ 得 到 作 ==5， 
一 我们 指出 对 任 一 9€ 方程 x? 一 了 恒 有 解 。 利 用 如 
和 全 十) 的 同 构 ， 只 需 知道 映射 + 一 2+ 是 后 一 个 群 的 自 同 构 
就 行 了 。 由 于 271€ Us, 最 然 x 一 271x 把 $5 映射 到 委身 且 是 鼎 射 
xx 一 2x 的 遂 。 由 此 可 见 ; 方程 和 = 加 在 KY 内 可 解 当 且 仅 当 
中 一 ?是 可 解 的 。 易 知 对 这 个 问题 的 条 人 性 是 2 二 mw 或 嫩 二 a 
(m2dp) 可 解 , 即 m 是 漠 z 的 二 次 剩余 。 因 此 邓 一 ww 在 站 四 内 
可 解 ,P 所 2,tm,P) 二 1, 当日 仪 当 2 三 mlmodP) 在 整数 中 有 解 ， 


即 当 且 仅 当 (全 ) — (2) 是 勒 让 得 《Legendre) 符号 . 


例如 ， 如 果 一 5 和 mm 一 一 1， 则 2 二 一 1(mod5)， (=!) 


一 1, 因此 WV 一 1 在 5-adic 域 中 存在 ; 另 一 方面 ,之 ) 一 一 1, 基 此 
V3 在 此 城中 不 存在 ， 


大 


习 题 37 
和 把 5-aqic 整数 三 表示 为 形 如 f14) 的 5-adic 最 开 式 . 
2. 证 有明 对 任 一 个 p= 二 2,3535… p-adic 数 域 是 不 可 数 的 ， 用 此 证 明 在 在 理 数 子 域 
上 超越 的 p-adic 数 的 存在 性 . 
3 利用 《1 ~ 2x)v? 的 二 项 展开 式 在 5-adie 数 域 中 得 到 w 二 了 = toy 的 


一 个 收 语 级 数 ， 


4. 定 义 logK1 十 们 一》 一 于 中 呈 一.…， 证 朋 若 ?二 2 此 级 数 寺 一 切 yeB 收 


化 证 明 logC] + LT 一 togCl 二) 十 Log 二 yDy 外 

5, 证 明 方 各 x! 一 + 在 5-adie 数 域 中 是 可 解 的 . 

6, 证 明 在 2-adic 数 域 中 ,指数 映射 是 也 到 0 中 三 岁 mod 征 )》 的 元 素 所 成 的 群 上 的 
同 构 ， 


6. 享 泽 尔 (Hensel) 引 理 有 另外 一 个 更 有 效 的 方法 处 理 
p-adic 数 域 以 及 更 一 般 的 带 离 散 非 阿 基 米 得 实 哑 值 的 完备 域 中 的 
方 入 ,这 一 上 方法 是 建立 在 多项式 的 基本 可 约 性 准则 之 上 的 , 它 就 是 
著名 的 

窜 泽 尔 引 型 ，” 设 @@ 为 关于 一 个 非 阿 基 米 得 离散 实 赋 值 9 的 
完备 域 ,p。 是 器 的 赋值 环 ,p 为 "的 极 大 素 理 想 ,A 一 ofp 为 剩余 
域 ,wu 一 a* 一 a 十 pp 是， 到 A 上 自然 同 态 ， 设 x) En[x] 有 性 
质 ， 它 在 和 [Lx] 中 的 象 f(x) 一 了 (xjn(x), 其 中 (YCx)，9Cx)) 
一 上 且 Yo 的 首 硕 系 数 为 1. 则 在 $[x] 中 fj(w) 一 gtx) (x)， 
其 中 及 Cg 一 fg (一 人 [xsdeg g(r)—deg Ce) 日 gl) 
的 首 项 系数 为 1. 

证 设 deg 大 弛 一 asdegy(e 一 了 < 委 8# 可 选 呈 (As 
En[x] 司 gr(z) 一 7 (C2), A(x) tx) deg gtx) =r ,deg h(x) SE 
mr 一 ,g(x) 的 首 项 系数 为 1， 则 在 系数 同 余 (modp) 的 意义 下 得 
fz) 二 gC) 有 Cx) (mod p}。 在 of*] 中 我 们 善 手 解决 两 个 多 项 式 
序列 全 (Cr) } ,oR 一 1,2,." ,使 得 ，{1) ECs) 三 有 HE] 
(mod pe)}shrtx) = FDCnmnod pe), (i) flx) = ge le) 下) 
Cmod MM), ii)deg gt) =? ,deghi(r) a 一 fg) 的 首 项 系数 


"324 ， 


为 1， 这 些 席 列 可 以 从 我 们 所 选择 的 gifzy 和 h 轴 (x) 开始 ， 因 
些 可 设 对 各 所 * 时 序列 已 经 作出 ， 我 们 令 gC) 一 名 人) 直 
We 一 下 (xz 十 wx 其 中 中 一 ke ( 同 $5), 网 (0 
对 在 hn[x] 外 任意 选择 的 a(x) 和 v(w)G) 成 立 。 我们 找 出 满足 
(i) 的 ,这 就 要 求 
Kx [g(x) + utr)r [Cx) 十 oem] 

= ge CA (x) + [gs tae ts) th Cre) ut ] mad pT'), 
或 
(19) fr) — gOA (YN) SE [gx)v lr) 十 

二 (rmtr) lr tmod pt!). 
由 于 (x) 兰 gx)A, (x) (mod 的 刚 基 人 一 (ez = rotn), 
其 中 w(x) Eb[x]。 由 于 deg 1(x) 一 np 和 deg gtx)h(w) 所 #2, 我 们 
可 设 deg w(x) 所 4， 显然 ,如果 
(20) E(w) ve) + (wt) w(x) modp), 
则 (19) 成 并 于 是 由 (站 ,显然 有 g? Cx) 一 g(x) 一 YCx) 和 训 (x) 
一 (zx), 那么 在 Afz] 内 考虑 方程 
(21) TI KG + vw) = wow), 
由 于 ty (x) ,n(x))》 一 1， 因此 存在 多 项 式 elx)，P(x) ec A[x] 使 
wr 十 有 Oo) 一 1, 对 以 w*(x) 得 到 gtr) ,XACe) 合 (x) 
Tt 十 49) Cr) 二 wm* (x)}， 我 们 能 使 4(x) 一 Y (x) px) 十 
pks] dcg ptx) < 了 : 故 得 
x) 一 EF CX) CY CNR) 十 pfzT)T 
一 《CD 十 pI TY (x) + plr) nw), 
则 当 deg of 和 5 时 ,deg pear) <?。 由 于 deg7 (Cx) 一 +r， 
土 述 关 系 表明 degCx(x) xs 二 #9 一 +。 我 们 记 这 个 多 项 
式 为 gl*), 则 
T(x)Y Cw) + px n(x) = wo*t{), 

而 deg p(X) <7 ,deg oftw) 筷 # 一 +, 则 我 们 可 在 DTx] 中 选 出 n(x》 
和 :fw 使 sr(e] 一 ptx) ,vr(v) 一 oC(x), deg w(x) = deg p(x) 一 
fydeg oer) En gg) 二 x}, 
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hx) 一 Dj 十 vx) 还 满足 (和 省 )。 这 就 党 全 证 明了 满足 
(2, (i) 和 【过 的 序列 {ge Cx) 上 ,xD7 了 一 1,2,"**) 的 存在 性 . 
由 条 件 (站,( 击 ) 和 多 的 完备 性 推出 序列 {gCx)} ,haCx)7 收 皱 
于 多 项 式 glx)，#(x), 多 项 式 序列 收 演 的 意义 是 指 x 的 相同 圭 
的 系数 序列 收 合 于 glx)，# (x) 的 同 次 星 的 了 系数 。 而 且 deg g(x) 
一 deg 4 二 姓 一 r,8(2) 的 首 项 系数 为 1!， 叉 由 (让 得 jw? 一 
atx)h(x)。 证 毕 . 


习 题 38 

1 利用 享 泽 尔 引 理 证 明 。 在 p-adic 数 域 中 存在 &。 使 得 6! 二 1, 6 二 emud$) 
其 中 < 是 尾 一 个 与 疡 秘 索 的 就 数 ， 并 用 此 得 出 在 5-adic 数 域 由 存在 Y 二 1 和 了 的 
另 一 证 明 . 

2- 设 更 与 享 泽 尔 引 再 中 的 一 样 ， 令 共 x*) 一 aoz* 十 arr 十- 十 an ED[x]， 潜 
是 ;ws4r EP 但 存在 六 1 宝 * 菇 一 1, 使 4 是 . 则 KKx》 在 90[x] 中 是 可 约 的 . 用 
此 证 时 ;如果 g(x) 二 x 二 后- 十 十 在 中 [r1 中 的 不 可 约 多 项 下 yn 《 0， 
则 一 证 mE 0. 

7- 具有 给 定 剩余 域 的 完 音 域 的 构造 ”给 定 域 和 .我们 考虑 构 
造 具 有 非 阿 基 米 务实 峰值 的 完备 域 使 给 定 的 域 和 A 为 其 剩余 趟 .我 
们 将 给 出 两 个 构造 : 第 一 ,在 此 构造 中 ,完备 域 包含 AA 并 与 A 有 相 
局 的 特征 ;第 二 ,在 此 构造 中 ,和 是 完备 的 ,其 特征 请 关 9， 而 该 完 
备 域 的 特征 为 0。 后 者 的 一 个 特殊 情形 是 A = 7, 而 完备 域 则 是 
p-adic 数 域 ， 

首先 考虑 城 一 A(5), 5 是 4 上 的 超越 元 素 ， 我 们 用 zfa 
(5)) 一 《 引进 序 表 数 vy, 如 果 et5) 一 548(E)Y 人 5 而 有 CS 和 
Y(5) 是 不 能 被 $ 整除 的 多 项 式 。 我 们 用 pfe(E)) 一 <) 定义 
一 个 赋值 pe 是 一 个 固定 实数 ,0 < c < 1 (参看 $1， 例 题 中 的 
第 3 题 )， 令 功 是 关于 站 的 和 之 完备 化 . 由 于 9 在 和 上 是 平凡 的 ， 
显然 史 是 非 阿 基 米 得 赋值 ， 因 此 中 扩张 到 市 上 是 非 阿 基 米 得 机 
仍 用 于 记 之 。 重 和 有 的 值 群 是 由 * 的 早 组 成 的 : 故 赋 值 是 离散 


1) 厌 文 误 汶 "二 ”一 译 卷 十 
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令 5 是 由 的 贼 值 环 坏 为 其 极 天 理想 ,并 设 o 一 o 门 名 ,p 一 F 门 中 , 显 
然 上 是 5 的 一 个 元 且 使 p(S) 一 < 为 极 大 元 ， 因 此 ， 如 同 Pp-adie 
数 一 祥 ,下 的 每 个 元 & 有 形式 8tE, 其 中 5€5,#F， 而 万 是 一 个 
束 数 ， 放 可 定义 zt 一 帮 显然 这 与 原来 在 业 中 定义 的 序 阔 数 
> 重合 . 

在 和 5 我 们 已 有 五 一 "十 j, 这 样 允 许 我 们 可 以 等 司 剩余 域 5 
和 bfp, 环 n 是 二 的 系数 在 各 中 旦 “在 0 处 有 限 ” 的 有 理 式 的 集 ， 
即 et) 一 8(5)Y(5) 其 中 8，7 为 和 多项式 且 Y(0) 关 0. 在 
p-adic 数 中 证 明 5 = 了 十 的 推理 (,218) 能 用 于 此 处 以 证 册 5=- 
[5] 十 了 ，。 由 于 EF, 这 就 给 出 5 一 入 十 $5, 有 由 于 站 和 A 二 0， 
我 们 得 到 8 一 6 十 PE58 是 入 到 莘 余 域 W165 内 的 同 梅 。 在 此 
意义 下 ,可 以 说 A 是 下 的 剩余 域 . 

现 设 为 5 的 任 一 个 元 ， 则 5= A 十 5 表明 能 找到 加 &€ 反 
使 得 & 一 6EPB, 收 如 一 (ww 一 60)5 E55, 如 此 重复 推理 就 得 5, € 
和 便 得 函 一 26 和 利 配 一 (有 一 8 TcE5 得 a 一 部 十 55 
十 己 57,B€65。， 如同 p-adic 数 一 样 ,可 名 续 此 过 程 并 得 到 
{22) 及 二 0 十 人 十 总 扣 十 +: 

十 Bet 十 可 二 人 
其 中 5.€ A,Gi0 《5 由 于 区 RESt) 之 大 十 1 显然 序列 { 直 分 
是 堆 序 列 。 故 有 
{23) BB 一 二 十 B58 二 Bt 十 :BE A， 
对 任意 EE5。 如 果 8 是 贡 的 任 一 元 ,可 记 8 二 鸦 *, 其 中 不是 
非 负 整数 ,a€ 5， 册 有 
(24) 和 一 专人 十 85 十 克基 十 、 … 
这 表明 下 是 形 如 (24) 的 关于 占 的 系数 在 域 A 中 的 疑 级 数 梨 ， 易 
知 表示 式 (24) 对 8 是 唯一 的 ， 就 是 说 :和 5;€ A 是 被 8 唯一 
确定 的 . 中 元 的 加 法 和 秉 法 按 通 常 的 形式 暴 级 数 运 算 , 而 后 者 
则 基于 从 中 的 运算 ,例如 , (5 十 56 十) 十 (go 十 8 十 *…:) 


二 (高 十 所 ) 十 (十 EE 二 ,对 B51EA; 又 (5 as] 
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四 中 让 
全 se | 一 mas*, 其 中 从 一 Diers. 显然 ,我 们 已 经 可 以 
、 nm f 一 站 


介 对 形式 客 级 数 [24) 的 域 那 样 很 好 地 把 所 了 域 8.。 . 

其 次 我 们 考 囊 入 是 特 征 ? 冯 0 的 完全 域 ,并 从 此 出 发 构造 域 
,使 为 8-adic 数 域 的 推广 ， 我 们 将 给 出 的 构造 是 基于 已 在 
53.4 中 考虑 过 的 维特 向 量 。 我们 从 基于 TI。 上 的 一 个 交换 代数 1 
的 维特 向 量 (无 限 长 的 ) 环 名 (0D) 的 定义 开始 。 吕 (4) 的 元 是 元 
限 序列 
(25) fgoseiyezs er， 
这 里 相等 被 定义 沪 对 应 公 量 相等 ， 我 们 用 第 三 章 公式 (22) 定 义 加 
法 和 先 污 ,这些 公 式 曾 被 用 来 确定 外 .fa) 的 合成 , 对, 4) 是 定 
义 在 UU 上 的 长 为 台 的 维特 向 昌 的 环 ， 然 后 我 们 能 证 明 双人 0D 是 
一 个 环 。 但 是, 更 方便 的 是 用 一 个 等 价 的 但 稍 有 不 同 的 方法 ,此 方 
法 是 环 的 逆向 极限 的 一 种 特殊 情形 。 在 当前 的 情况 下 ， 我 们 处 理 
环 站 一 Du) -的 这 样 的 极限 ,在 Bw(9) 到 亚 。 人) 
内 存在 限制 同 态 RR， 与 哎 (4) 的 元 4 一 (wy4.:…') 对 应 的 是 
它 在 亚 w( 中 的 射影 Am 一 (a0 dp Co， 则 mn 一 
[so gm) 一 dr 男 一 方面 ,14s1m 一 0,1,2,-**} 是 元 
4 € 种 (二) 的 任 一 序列 且 A 二 4m 内 一 1,2,，*， 则 1 显然 
存在 唯一 的 4E 牟 0 使 {4m) 一 4。 因此 ;我 们 可 以 把 % 人 GD) 
的 元 同 序列 {4} 等 同 起 来 ,这 里 4 《W400), 量 人 一 4 
如 果 4 二 {4。} 和 8B == {8B,} 是 两 个 这 样 的 序列 ,我 们 定义 4 
十 BB 二 {dn 十 Ba},AB 一 {4wBmn}， 由 于 为 环 辐 态 ; 则 (4 
+ Ba)i— A Tt B= A i Bn_is (A,Bn)* 一 AKBR 一 
Aw-iBm_i， 故 4 十 B,， 4B 串 (M)， 容 易 验 证 名人) 关于 这 些 
结合 苇 是 一 个 交 简 环 且 0 一 《0,0,0.…),，1 一 《1,0, 0,"…)}。 对 固 
定 的 wg, 肌 射 zw: 4 一 Am 是 中 0D 到 吕 ,(M) 上 的 一 个 同 态 。 
由 于 1"m 的 阶 为 加 ,显然 如 (41) 的 单位 元 1 在 加 法 群 (8(4) ,十 ) 
中 的 阶 为 无 限 ， 

设 各， 表示 rw 的 核 ; 则 Rw 是 显 人 ) 中 形 如 《0 0， 
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ratip ” “的 元 的 集 , 因 此 


(25) NENWEMWD, (N= 
mm 二 1 


我 们 能 利用 集 (Yo} 去 定义 路) 中 的 收 伍 性 : 车 {A441 一 
1 2 是 亚 GQ) 中 元 的 一 个 序列 ， 则 有 果 对 任 一 个 正 整 数 有 # 存 
在 一 个 正 整 数 入 (m》 使 对 一 切 包 之 N(mw) 有 A 一 A € yen 
则 我 们 称 {4 收 人 第 了 下 QD 的 元 ALA%-~* A4)。 易 知 极限 
4 是 唯一 的 且 由 4 一 4,B4 一 日 得 A4tBi-*A+B,AiBL 一 
AB, 设 {Ci 二 0,1,2，,，……} 是 一 个 序列 ,而 Ci Es 对 二 
1:2 5 令 二 Co 十 Ci 二 Cas 则 4 有 一 4 一 
地 了 因此 元 4 时) 的 序列 【ts m= 0,1,2...} 
能 与 元 4€ 下 局) 等 同 起 来 。 我 们 验证 44 一 4: 因为 4% 一 Co 


十 G 二 十 Ch 我 们 将 用 记号 之 ，Ch 一 4 表示 A4 收 急 于 
| 
A(A, > A). 
我 们 知道 ,如 果 入 是 Wn 1) 中 元 (0, a» “3 gm-1) 的 理 
想 ， 则 先 是 暴 零 的 (定理 3.12). 事实 上 , 此 结果 的 证 明 表 明 了 * 
包含 在 形 如 (0,…… ’ sl as mi) 的 向 量 集 里 ,出 此 在 BD 


中 得 红 CW， 因 此 ,如 果 Zeg, 则 > Z* 是 确定 的 。 由 于 
kK 二 
(3 zj 一 Z) 一 1 一 Z”+, 于 是 1 一 2Z 是 名 (4) 中 的 单位 ， 


以 Zt* 作为 逆 元 .四 《ao fa) 一 《1 ) 得 到 ,如 


果 w 是 4 中 的 单位 , 则 《ea ) 是 名 人 和) 中 的 单位 . 
现 设 4 一 A 是 特征 上 的 完全 域 , 则 由 83.4( 等 式 {27)) 建立 的 

W841) 中 的 公式 P(g sn) 一 0509; 68-3) 推出 

Plena ) 一 (0,a9,9f,-…-) 在 吕 (U) 中 成 立 , 反 复 应 用 这 一 

公式 得 出 _ 

(27) pt(arsas***) = 0, Oa ed ), 
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由 于 11 一 A 是 完全 的 ,元 s 关 能 荫 成 A 中 的 任 一 元 , 因 上 时 我 们 上 
Pi(A) 一 9a， 而 is 是 我 们 在 前 面 定义 过 的 迎 想 . 《27) 还 表 
并 ,如 果 4 洋 0， 则 对 允 一 1,2，""* 有 4 关 0。 现 令 4 和 8B 是 
中 (AAA) 中 任意 非 零 的 元 ,网 可 以 记 4 = 也,B = 一?'D, 这 里 C， 
De. 那么 C= (co 各 Do= {a ,这 里 Co 3 do 
天 0 和。 赃 此 CD = (cg) 关 0 和 4B 一 PCD 有关 0. 这 
表明 品 {A) 是 个 整 区 . 设 下 是 亚 (A) 的 分 式 域 ,并 考虑 DD 中 形 
如 产 C 的 元 所 成 的 了 了 集 ,其 中 C EB(A) 光一 0, 土 1， 填 2， 

。 由 于 尾 何 Ce 节 ( 和 A)， ee 下 (4A) 中 的 单位 ,显然 
$ ;中 的 非 办 元 关于 乘法 成 为- 。 因 为 各 是 旬 的 包含 外 {A] 
的 子 环 , 故 多 一 下 

如 果 4 二 六 CC， CE 8(A),€ 扫 ， 则 我 们 定义 序 隐 数 2(4) 
一 不 ,并 定义 p(t4) 二 27t,p(0) 一 和、 那么 间 是 有 的 非 阿 基 洲 得 
赋值 子 环 溃 ( 态 ) 是 满 必 mp(4) 所 1 的 元 的 集 , 而 和 ,是 下 (AAA) 
中 满足 p(B8) < 1 的 元 中 的 理想 。 番 余 环 为 妙 (A)/ 弦 且 同 构 
于 A。 由 前 面 我 们 关于 四 (HH) 中 序列 收 伍 性 的 结果 可 得 到 中 尖 
于 赋值 ?是 完备 的 ， 此 结果 留 给 读者 验证 。 由 于 1 是 无 限 阶 的 ， 
出 鲁 的 特征 为 0。 这 样 由 有 我 们 所 变 求 的 一 切 性 质 : 甘于 一 个 非 
阿 基 洲 得 实 骸 值 是 完备 的 , 特征 为 0, 以 给 定 的 特征 为 ?的 完全 域 
么 为 剩余 域 。 丈 果 以 和 一 Tp 出 发 。 则 我 们 用 此 方法 得 到 的 域 多 
是 p-adic 数 域 ， 

8. 有 序 群 和 竹 值 一 个 非 阿 基 米 得 实 赋 值 满 足 p(w 十 8) 私 
maxt pee), pH) ) ,plop) = ple) p(F), 因此 , 左 邯 虑 这样 一 个 赋 
值 的 时 候 , 实 数 的 由 法 显然 不 起 作用 , 只 有 霓 靶 和 非 负 实数 的 序 包 
售 在 定义 的 性 质 中 ， 如 我 们 将 看 到 的 ， 这 就 导致 将 非 阿 基 关 得 实 
赋值 袜 念 捧 广 为 值 在 任 一 有 序 交 换 群 中 的 { 非 阿 基 兴 得 ) 碟 侦 . 此 
推广 除了 增加 结果 的 普 通 性 外 ， 重 要 的 是 较 蛛 来 的 概念 更 简单 和 
更 自然 ， 我 们 首先 考虑 有 序 交 换 群 的 概念 。 


1) 康文 误 为 串 (4) 一 一 详 者 注 ， 
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定义 6。 有 序 (交换 ) 群 C 为 交换 群 G 连同 满足 如 下 三 条 件 的 
子 集 五 :1)1 1,2) 如 果 aE C, 那 么 或 者 a€ HH 或 者 a 一 1, 或 
者 ，eE 王 .3) 互 关于 如 的 蒋 法 是 封 亲 的 ， 

如 果 (G, 恕 ) 是 一 个 有 序 群 ,那么 我 们 令 HY 一 {bi5€ H}， 
则 条 性 2 表姐 GG 一 HU {1}UHT', 而 及 这 些 子 集 互 不 重 先 ,对 卫 和 
{1} 这 是 条 件 1 的 假设 ;对 瑟 了 和 {1}, 若 1 五, 则 1&€ 召 ,这 与 条 性 
1 矛盾; 故 H+ 和 (1} 不 重 达 ;最 后 ;如果 aE HNHT, 则 oY€ 昌 
并 由 条 件 3 得 1 二 gaa"!1€ 卫 ,这 与 条 忻 1 辛 盾 . 

正 实数 形成 一 个 有 序 群 ,如 果 取 吾 为 过 工 的 正 实数 集 ， 取 史 
为 > 1 的 正 实数 集 同 样 也 是 可 以 的 。 事实 上 ， 若 G 为 任 一 有 了 序 
群 , 由 BB"! 对 @G 的 乘法 是 封闭 的 并 度 足 定 六 6 的 条 件 1 和 2， 那 
么 我 们 用 HY 代替 互 就 得 到 另 一 个 有 序 和 群 。 在 任 一 个 有 序 群 6 中 
如 果 ze 五 ， 我 们 定义 : a 之， 这 就 在 6 中 确定 了 一 个 线性 
序 ,就 是 说 ,我 们 有 下 述 性 质 : 1. 如 果 a <B,b sc 期 4a < c.2， 
对 任 一 对 (a,58),4,5€ GG, 有 且 榴 有 一 种 下 述 关系 成 立 ; & 之 5 a 
一 5， 上 过 a 【我 们 经 常 拒 a 之 5 记 为 5 之 a)}， 5 中 的 序 对 梯 法 
保持 不 变 , 就 是 说 ,有 3， 如果 a 之 5, 央 ec 之 5c。 反 之， 如 果 
在 群 吕 中 定义 了 一 种 关系 a 到 点 并 满足 性 质 1,2 和 3, 刚 避 对 于 
子 集 如 = {a|a < 之 1} 是 有 序 的 。 明 然 , 定 义 5 的 条 人 忻 1 对 玉成 立 ， 
往 证 条 件 2 和 条 件 3， 首 先 ,我 们 注意 到 ， 如 果 a < 了 和 < 之 a 
风 ae 之 Be 之 ba, 那么 ac 过 bd; 因此 ,a < 当 且 反 当 2 演 
上 1!。 特别 地，a 天 1 当 且 权 当 47 半 1。 因 为 任 一 个 «满足 条 忻 
之 一 : # 之 1,4 一 1, 4 之 1, 故 显 然 满足 定义 5 的 条 性 2。 最 后 ， 
由 4 之 1, 之 1 得 到 a6 过 1， 于 是 日 对 G 的 乘法 是 封 球 的 . 我 
们 还 指出 由 五 按 下 述 方 潜 ， 若 a8"€ 昌 , 则 4 < 之 上 定义 的 序 与 原 
夹 的 序 相同 , 因为 oy! EB 意味 着 6 之 1 这 当 且 仅 当 a < 
时 成 立 。 

如 果 G 是 有 序 群 6 的 一 个 子 群 ， 而 G 由 集 H = faelecG，。 
a 之 1} 序 化 ， 则 G 有 一 个 由 及 一 GNMH 定 尺 的 导出 序 。 这 
可 以 直接 证 明 ,或 者 也 可 以 由 下 述说 明 看 出 : 恕 中 的 关系 > 可 给 
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出 G 的 一 个 英 系 , 它 满足 前 述 的 条 件 。 如 果 扎 被 互 序 化 , 宁 是 筑 
二 个 有 序 群 ,被 万 序 化 ; 则 G 到 G 内 的 一 个 使 HH 的 同 构 
1 称 为 序 同 购 。 如 果 存 在 一 个 G 到 G 上 的 序 同 构 mn。 则 称 G 和 
G' 是 序 同 构 的 ， 此 时 必 有 FEm 一 由。 例如 。 正 实数 关于 乘法 的 
群 ,而 吾 如 前 所 定义 的 ， 基 序 同 构 于 一 团 实 数 关于 加 法 的 群 ,此 样 
被 负 实数 集 HH 序 化 ， 抉 射 a 一 log a (自然 对 数 }) 是 第 一 个 峡 三 
第 二 个 群 上 的 序 同 构 ， 

如 果 如 是 -个 有 序 群 , 则 G 不 包含 有 限 阶 的 并 1 的 元 。 内 为， 
如 果 a < 之 1(a 之 1)， 则 ar 之 1(a” > 1), 那么 对 每 个 正 整 数 z 
如 天 1。 好 的 此 性 质 的 一 个 结果 是 ,对 任意 网 定 的 整数 w,G 的 用 
射 Y 一 2 是 如 到 G 的 一 个 子 群 上 的 同 构 ; 若 # 谤 1， 则 此 映射 号 
保 序 的 ， 

为 了 定义 一 般 同 值 ,我 们 需要 考 韦 具有 0 的 有 序 群 了 。 要 定 
义 这 样 一 个 体系 , 它 是 一 个 有 序 知 6G 和 添加 一 个 元 0 组成， 一 
GUI0}。 对 每 个 a€G 定义 0 < 并 对 一 切 。 定义 a0 一 0, 就 
可 把 & 的 序 扩充 至 了。 于 是 给 出 下 列 的 

定义 7。 设 名 是 一 个 域 ， 了 是 一 个 具有 0 的 有 序 (交换 ) 群 ， 
称 @ 到 了 内 的 映射 p:a -> pla) 为 赋值 ,如 果 

(说 9(o) 一 0 当 且 仅 当 上 一 0. 

(i) gp{ef) 一 pftc)9(9)， 

Cy g(a 十 昌 SE maxfpfe)yefp))。 

不 久 就 会 请 枯 此 定义 的 精确 范围 。 此 刻 ， 若 在 定义 中 把 了 取 
为 非 负 实 数 ， 则 易 知 实 非 阿 基 米 得 赋值 是 一 种 特殊 情形 ; 男 一 方 
面 ， 沉 要 指出 的 是 ， 实 阿 基 米 得 赋值 不 是 这 个 意义 下 的 峰值 。 这 
术 洛 的 不 一 致 不 会 引起 什么 实质 竹 的 了 麻烦 ， 现 在 给 出 一 个 葡 什 的 
例子 ,其 了 未 是 非 负 实数. 

例 在 本 分 中 我 们 将 发 现 对 群 G 使 用 加 法 记号 是 方便 的 。 在 定 交 ?中 由 这 一 变 
化 引起 的 必要 公 改 是 明显 的 , 芍 我 们 界 需 下 述 ， 我 们 考 融 的 群 G 是 整数 对 全 ,1》 的 加 
群 ,在 招 由 引进 字典 序 。 即 若 卡 达 时 或 名 二 术 而 2 时 ,定性 (下 ). 
可 验证 这 是 一 个 对 期 法 介 持 的 问 性 序 ; 故 忆 是 一 个 有 序 ( 加 法 ) 陪 . 设 = GUt{o0)， 
各 对 每 个 (不: 四 EE 昌 令 oc 这 售 , 门 ,就 把 6 的 序 扩 膏 到 下， 还 定义 代 六 十 oo = 一品 、 
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等 PP 时 (二 ) 力 ) 是 三 力 的 一 个 纯 忆 越 扩张 ;这里 的 人 :2 是 了 在 种 十 的 一 个 霹 越 基 ， 
省 aEP 入 e 半 0 可 记 二 二?) !， 其 中 p( 间 ;wD 和 8: 科 起 
二 ,7 的 常数 项 非 零 的 多 项 式 , 而 六 和 呈 为 接 芍 我 们 定 gta) 二 Cm,n); 且 令 (0) 
三 50。 则 (让 保持 ， 容 易 验 汪 P(r 二 p56) TC) 和 加 Ce 十 BD) min Lp(a), 
四 前 和 对 加 法 记 和 外 就 是 避让, 若 烙 倒 此 序 ( 把 < 改 为 六 ) 语 者 就 可 亮 成 fi 认 。 故我 
们 的 函数 硝 尖 吕 一 个 赋值 . 


可 是 9 


1. 设 如 是 上 例 中 繁 数 对 人 :站 的 加 法 有 了 序 拌 ,和 5 为 实数 满足 0<e 必 1 且 为 正 
尖 理 数 。 证 租 映 射 《外 D>e*t 人 是 到 正 央 数 的 有 序 来 法 群 P 内 鸭 一 个 同 构 ， 证 明 避 
不 能 序 同 构 于 卫 的 六 群 . 

2, 设 了 一 中 (7720 一 (997) 其 中 心 和 9 同上 例 ， 是 阐 *7 的 党 
数 项 不 为 零 的 多 项 式 ， 定 义 由 C9) 一 er 其 中 < 和 2 为 实数 ，0<<<1，* 为 正 无 
理 数 .证 朋 风 是 一 个 非 阿 基 米 得 实 赋 信 ,从 不 是 高 敬 的 ， 

3 了 -在 定义 7 中 用 整 区 9 代 蔡 域 盏 并 定 尽 束 区 0 的 赋值 多， 证 明 D 到 五 内 的 酝 一 隘 值 北 
可 唯一 地 扩 讽 为 0 的 分 式 域 更 的 赋 革 ， 

4, 设 G 为 任意 的 (交换 ) 有 序 群 ,D 二 CG) 是 避 的 在 城 加， 上 的 群 环 [ 着 1, 习 题 39 


的 第 2 是 ?中 译本 p.89), 证 明 5 是 一 个 整 区 ,着 4 = 祖 ) wigisei( 直 0 Eg1€ 
3 


6 定义 g(a) 一 mingi (对 于 G 所 定义 的 序 << 来 说 ); 规 定 pC0》 = 0, 证 明 P 是 0 的 一 
个 起 值 ,利用 第 3 题 和 第 4 是 下 明 :， 郑 让 是 伍 一 个 具有 0 的 有 序 群 , 则 存在 一 个 域 中 。 
它 具 有 汪 到 内 的 一 个 同人 党 栈 香 (中) 一 下 。 

9. 赋值 ,赋值 环 与 位 ”在 这 一 节 , 将 在 定义 7 意义 下 的 赋值 邮 
念 和 另外 节 个 概念 之 间 建 立 等 价 性 ,此 两 个 概念 是 巍 值 环 和 位 . 赋 
值 环 是 一 个 内 在 的 概念 ， 即 是 说 它 的 定义 不 需要 任何 外 加 于 给 定 
的 奔 囊 上 的 体系 ， 再 者 ， 赋 值 环 给 出 了 赋值 和 位 之 间 的 联系 ， 对 
实 非 阿 基 米 得 赋 管 ,我 们 已 经 见 过 这 些 概 念 . 

现 设 外 是 任意 下 ,而 中 是 值 在 有 序 群 了 了 (具有 0) 内 的 一 个 赋 
值 ， 首 先 注意 刘 pz1) 一 p(17) 一 p(1), 而 且 由 于 G 不 包含 有 限 
阶 元 天 1, 状 gf 一 1. 又 因 p( 一 1 一 p01) 一 1, 故 vp( 一 1) 
= 19{ 一 c) = pl—l) pte) = pla), 从 ce™ 一 1 得 到 pa) 
一 g(a) 和 ofe8 0 一 pte)jp(P)"'， 现 没 0 基 信 中 使 pe) 
过 1 的 元 9 形 城 的 于 集 . 基 &,p€ 0, 则 ple 一) 所 max(p(w)， 
Tp 1p(ep) 一 pte) p(B) 所 1， 二 此 5 是 一 个 子 环 - 议 a 
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0 由 ple) 并且 ge 一 ie 二 1 萌 w Eu 因此， 
"在 下 述 的 意义 上 是 一 全 赋值 环 ( 在 中 内 小 

定义 8， 若 吕 是 … 个 域 , 台中 的 一 个 赋值 环 o 是 加 【《 包 售 1) 
的 一 个 子 坏 ， 使 得 时 的 每 个 元 或 者 属于 ”或 者 是 ， 的 一 个 元 的 
道 元 。 

若 对 于 赋值 pp 是 满足 gle) 入 1 的 元 8 的 子 丈 ， 则 称 9 
沟 中 的 赋值 环 .。 这 是 我 们 在 前 面 给 出 的 定义 的 一 个 对 非 阿 基 洲 得 
实 赋值 之 直接 推广 ,我们 现在 证 明 : 任 一 赋值 环 引 出 一 个 赋值 字 ， 
使 给 定 的 环 是 p” 的 赋值 坏 ， 设 o 是 中 的 一 个 峰值 环 , 品 是 0 的 
单位 的 集 ,p 是 年 单位 的 集 , 久 为 不 等 于 振 的 非 单位 的 集 ， 惠 * 是 由 
的 非 零 元 的 蒋 疲 群 , 则 己 是 交换 群 * 的 一 个 子 群 ,我们 取 G' = 
更 "1 设 呈 是 陪 嘛 pU ,Ep*, 所 组 成 的 集 ,我 们 在 6G" 中 引进 
一 个 序 。 显 然 。 的 一 个 非 单位 与 。 的 一 元 的 积 是 非 单位 ,因此 ， 
车 名 Ep 则 P89 6 那么 , 若 PU,PUERH, (p00) AU) 
一 记 pUEH. 车 为 G' 一 @*jU 的 任 一 元 ; 则 8 关 0， 且 车 
BEp*, 则 PeU 或 者 8gU 且 8#Kp*。 在 第 一 种 情形 80 = UD， 
在 第 二 惠 情 形 8& 0, 寺 么 2 eeoy 而 且 由 于 8 ED 推 得 f€ UU， 
我 们 有 FEB 因此 《8 一 AUE. 故 G =HU{1} 
UK 成立. 有 又 1 二 UH， 所以 HB' 使 6 在 定义 6 的 意 
艾 下 成 为 一 个 有 序 群 。 其 次 ,添加 0 到 G 得 了 一 GU10， 并 
利用 
(28) p00 一 0, pl(le) 一 aU EG', 若 gg 壮 0, 定义 人 @ 到 六 
内 的 一 个 映射 p'。 它 显然 满足 赂 值 的 条 件 (和 (让 .车 & 一 
0 或 8 一 0 注 足 条 件 { 过 ) 也 是 显然 和 的。 如 果 a 天 9， 8 天 0， 则 
ap En 或 者 如 “En 我 们 不 站 设 为 前 者 , 则 得 一 8y, 其 中 了 
€ 0, 并 且 由 于 PC 一 7 如 委 1 一 了 得 yp'(o) = p(B)p (7) 
二 (PF)， 又 由 于 a8 十 169, 于 是 pep 十 1} 志 1 和 p(w 
十 下 一 入 (ep Ty) SR) = max(p (le), ww (FB)), 区 
[iiy 成 立 . 由 (28) 和 及 厂 的 定义 易 知 pp'(e) 所 1 等 价 于 a 
€b。 因 此 。 是 赋值 gy' 的 赋值 环 .我 们 称 此 贼 值 pg” 为 赋值 环 o 
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的 江东 赋值、 

现在 再 攻 虑 多 @ 刘 玉 一 《6,0 内 的 任 一 赋值 gp, 而 为 囊 序 
化 的 交换 群 , 设 n 是 的 赋值 环 , 而 9 为 由 到 下 一 《6',0) 内 
的 典范 赋值 ,这 里 C 一 有 /被 下 一 人 IPAEP* + 记 序 化 .定义 
(28) 给 出 go (0) 二 0, 若 z 关 0, 则 gfe) 一 xc 我 们 得 到 乘 群 
于 内 的 司 态 a 一 p(w)， 其 核 为 子 群 吕 。 因此 ,我 们 有 C 一 
中 *jU 到 G 内 的 诱导 同 构 3;9 (0) 一 aeU 一 pla)， 由 于 从 8U E 
H 可 得 PEp*, 于 是 9 的 之 1， 歼 这 是 一 个 序 同 检 。 我 们 看 到 
给 定 的 峰值 可 分 解 成 p 一 p51, 其 中 1 是 G 到 G 内 的 一 个 序 同 
构 { 严 格 说 来 是 V” 到 下 内 的 ). 

这 些 想法 自然 把 具有 相同 赋值 环 。 的 三 的 同 值 的 概念 绕 一 
起 来 了 。 据 此 ,将 称 这 样 钓 赋 信 是 等 价 的 . 

第 三 个 概念 是 位 ， 它 也 等 价 于 同 值 和 赋值 环 的 概念 ， 定 义 刘 
下 : 

定义 89。 若 虽 是 一 个 域 , 位 虽 是 四 的 一 个 子 环 "到 一 个 域 
和 内 的 同 态 ,使 得 如 果 go 则 elieo 且 5 开 (o) 一 0 (注意 ， 
我 们 对 子 环 和 辐 态 约定 有 1€9 日 安 (1) 一 1.) 

由 此 定义 显然 有 : 着. 到 是 一 个 位 , 则 由 .更 给 出 的 子 环 bo 是 一 
个 赋值 环 ， 另 一 方面 ,假设 。 是 性 一 距 什 环 , p 是 "的 非 单位 的 
集 。 那么 ,显然 有 ， 如 果 p Ep 且 a En 则 of8€p， 特别 , 一 p 二 
{一 1)8 Ep， 如 上 虹 局 及 所 Ep 我 们 可 设 5:Eo， 则 疡 厨 ! 十 1 
《0 那么 高 十 启 一 (B87 十 1) Ew。 因此, p 是 o 的 一 个 理 
想 。 由 于 p 是 ， 的 非 单位 的 集 , 故 p 是 极 大 的 且 A' 一 ofp 是 
一 个 域 . 设 到: 是 由 0 到 入 ' 一 vfp 上 的 典范 同 态 , 则 以 和 6 显 
然 满足 位 的 定义 中 要 求 的 条 件 .。 我 们 将 称 这 个 位 为 赋值 环 o 的 
典范 位 .在 多 ”下 0 的 象 是 A 一 ofp, 其 中 是， 中 非 单位 
的 理 程 .与 实 非 阿 基 米 得 赋值 的 特殊 情况 一 样 ,将 汇 A 称 为 赋值 
环 。 的 剩余 域 . 

现 仍 考虑 @ 到 域 入 内 的 任 一 个 位 轨 , 设 ， 为 赋值 环 , 旬 定 义 
于 其 上 . 设 h 有 是。 中 非 单位 的 理 概 , 如 果 wep 且 wz 过 0 则 or 
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#0, 那么 由 对 多 的 假设 得 到 P(g) = 0。 若 a 一 0 此 式 也 成 立 ， 
内 此 ,p 含 于 的 核 中 。 由 于 是 一 个 角 大 理想 ,这 表明 p 就 是 
如 的 核 。 所 以 ,由 同 态 a 一 2(a)(a € 6) 得 出 同 构 Gzr(a) 一 “ 
十 bp 一 92(a), 那么 位 是 与 范 位 2' 和 A' 到 人 内 一 个 同 构 的 结 
式 ， 至 于 赋 信 ,自然 可 作为 有 柜 同 赋值 环 的 等 价位 来 考 进 . 

于 是 ,我 们 建立 了 从 赋值 .赋值 环 、 位 三 个 概念 中 的 一 个 转化 
到 其 余 机 个 的 步 又 ， 显 然 ， 关 于 这 些 轨 念 中 某 一 个 的 结论 可 以 变 
成 另外 两 个 的 相应 的 结论 。 以 后 ， 我 们 将 应 用 这 一 思想 由 位 的 扩 
张 得 到 赋值 的 扩张 。 后 者 归结 到 同 态 的 张 ， 对 此 可 利用 导言 中 
的 基本 扩张 定理 . 


习 题 她 


1, 设 罗 是 更 上 其 值 在 入 内 的 一 个 位 添加 一 个 新 元 %% 到 入 并 定义 60+6 于 00 天 
节 十 90050 一 0009906 二 oc 一 800) 这 里 在 上 生计 0， 若 e405, 定义 多 () 
三 09 扩张 疙 到 获 个 锡 . 证 明 
C29) Plu+ B= Bla) + BP), 

PrB) 一 Pa FIA), 

当 右 边 帘 确定 世 后 ， 反 之 , 设 多 是 一 个 定义 在 宣 上 的 函数 , 它 的 值 在 KC 全,00) 中 , 必 为 域 
而 和 {oo} 二 名, 且 0 亲信 所 指出 的 规划 ， 当 C293 的 右边 是 确定 的 时 修 ， 假定 29) 成 
立 . 设 D 是 道 象 多 "人 《和 A) 证 朋 争 到 0 的 限于 是 一 个 位 ， 这 就 给 出 了 位 的 另 一 个 定 
归 


2., 设 多 是 一 个 具有 随 值 水 0 的 位 ， 多 是 一 个 同 构 . 证明 一 更 而 有 5 的 扫 河 贮 信 
是 平凡 的 : 即 pC0) = 0 如 果 ze 地 Do (a) 二 

10. 实 非 阿 基 洲 得 赋值 的 乾 划 ”为 了 把 赋值 的 一 般 理论 应 用 
到 非 阿 基 洲 得 实 也 什 的 情形 ， 我 们 需要 刻 划 一 个 域 的 所 有 可 能 的 
赋值 。 按 前 面 讨 论 的 观点 ,这 等 价 于 刻 划 有 序 群 的 问题 ,而 此 有 序 
群 是 序 同 构 于 下 实数 乘法 群 之 子 群 ,或 者 等 愉 地 ， 是 序 同 移 于 ( 关 
于 通常 的 序 ) 所 有 实数 加 法 群 之 子 群 ， 因 此 我 们 要 找 出 序 同 构 于 
实数 加 群 之子 烙 的 有 序 群 的 刘 划 。 本 节 中 我 们 所 考 虐 的 一 切 群 使 
用 加 号 将 更 为 方便 . 

设 G 是 一 个 有 序 礁 ， 如果 ee G， 我们 规定 当 4 六 0 时 ， 
le 一 “3 当 <<0 时 ， 1s| 一 一 a， 我 们 定义 G 的 一 个 孤立 子 嫩 
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KK, 它 是 一 个 于 群 满足 : 若 a EK 且 16| 委 1al, 则 5EK。 设 六 | 
和 Ka: 是 孤立 子 烙 ;那么 我 们 断言 Ki 三 多 或 者 启 夺 KK,， 因 为， 
如 果 这 些 包含 关系 询 不 成 立 , 则 存在 一 个 各 上 天 :2 区 天 :县 存在 
一 个 ba E 六。 刀 基 天 5 并 可 设 bi 0, 站 果 本 b,, 则 |) bi€ K ,这 
与 假定 矛 慎 、 因 此 , 刀 准 刀 , 同 理 b 加 刀 , 但 这 与 6G 是 一 个 有 序 群 矛 
屠 ， 因此 有 KK 之 K,， 或 者 六 之 K,， 那么 孤立 子 群 的 集 对 于 包 合 
关系 有 线性 序 。 弧 立 于 群集 的 序 型 称 为 G 的 秩 ?。 最 简单 的 情形 
是 秩 1 的 群 , 这 样 的 赔 6 关 0 且 G 设 有 关 0,G 的 孤立 子 群 ， 这 
些 群 可 以 用 阿 基 米 得 性 质 来 刻 划 ,这 在 实数 中 是 我 们 所 熟知 的 : 

引 理 . ”一 个 用 序 群 G( 关 只 是 秩 1 的 当 虽 仅 当 任意 给 定 
有 ED,4 > 0, 存 在 下 整数 7 使 得 na > 4. 

证 ， 首先 设 G 含有 两 个 元 a,58, 使 得 a 之 0 且 对 一 切 正 整 
数 # 有 na 所 令 到 | 记 G 的 元 # 的 子 集 , 使 得 对 某 个 正 整 数 吉 
有 0<#<ma 由 于 a 之 24，。 天 + 非 空 日 显然 尺 ; 对 加 法 封闭 * 
并 且 , 天 + 包 售 每 个 "使 得 对 某 个 #&EKK750 < sx。 因 册 , 如 朵 
EK 
由 此 得 下 ;，0 和 一 六 + 的 并 是 如 的 一 个 子 群 玉 。 这 里 一 区 -是 天 + 
市 元 的 负 元 的 集 , 于 是 六 是 孤立 的 , 这 是 因为 如 果 wn EKK 且 n> 
0, 册 每 个 使 6<y 安 4 的 > 属于 并 由 于 KK 还 有 天 夫人 
故人 不 是 秩 1 工 的 ,反之 : 设 吃 不 是 秩 工 的 ;于 是 一 个 狐 女 于 群 关 0， 
如 ， 由 于 改 关 G， 存 在 一 个 正 元 到 使 对 每 个 a ，5 之 aq。 在 
玉 中 取 > 0, 则 对 所 有 # 二 1,2,3,… aa < 天 5 故 在 人 中 阿 基 
米 得 往 质 不 真 。 

由 此 准则 易 郑 , 如 果 如 是 秩 革 的 ; 则 全 的 任何 非 零 子 群 是 秩 芋 
的 ， 特 别 是 实数 加 群 的 任何 非 零 子 群 是 秩 1 的 。 和 而且， 由 于 有 下 
述 定 建 ,因此 这 些 群 实质 上 是 秩 1 的 一 切 有 序 群 . 

定理 8。 ”任何 秩 1 的 有 序 群 序 同 构 于 实数 加 群 的 一 个 子 
群 ， 


1) 例如 参 演 F， Hausdertt 的 * 集 论 ”, 第 三 版 ,第 三 草 , 有 中 译本 ,科学 出 版 社 , 张 
义 良 , 辣 家 内 详 一 一 著者 注 ， 
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证 我们 将 定义 一 个 如 到 实数 加 和 群 丸 内 的 序 同 构 9， 为 此 在 
G 中 取 # 祈 0。 如果 ”> 0 则 存在 王 整 数 mm,# 的 数 对 (12 #4) 
使 得 nv 六 mx， 因 此 可 取 ww 一 1 并 由 阿 基 米 得 狂 质 决定 # 使 得 
n> EP (下 加 数 集 ), 则 9nv 室 49m4 当 且 仅 当 
nv 之 mi 因 册 ,如果 一 fn 一 fi mn EP ne 
之 mn 当 且 仅 当 rz 空 m'#w， 福 足 此 条 件 的 有 埋 数 f 一 mjn 形 
成 一 个 集 : 用 R。 记 之 ,如果 一 min 自 ss 一 fn 之 ?14 
€P,Nlm'n < mr, WO +r ER,, WM nv ma Han'v > mr 
mn#。 因此 nv 六 ww 收 5ER,。 其 次 我 们 注音 到 正 有 理 数 集 
KR, 是 有 上 界 的 ， 否 则 由 风 才 证 明 的 结果 推出 R, 是 正 有 埋 数 的 
完备 集 ,因此 ,每 个 正 熙 数 记者 在 中 。 中 ,这 意 球 着 vw 守 Ru, 有 有 EP. 
这 就 与 如 的 阿 基 洲 得 狂 质 矛盾 。 我 们 现在 定义 四 是正 实数 
supR。。 由 于 对 每 个 *E 尺 ,， 及 。 包 合 每 个 入 rr， 显 状 及 ， 和 它 
的 余 Rs 在 正 有 理 数 集中 上 定 一 个 戴 梨 金 分 名 ， 故 supR, 一 
infR。。 于 是 令 ,v2 是 如 的 正 元 且 设 ma me Rs ym/nz€ RR,,, 这 
EA 
2 mi) Cm nf 十 af 
mE Ryto,， 有 图 此 得 (vi 十 v2)" 守 v7 十 z1， 男 方面 ,重复 刚才 所 
给 的 论证 表明 ,如 杂 和 me Rs (Bmw < wm) 和 smsf ns € R,,，, 
则 mm 十 mfr2€ Rs 4os。 由 村 v7 二 infRR， 由 此 得 沁 (vv, 十 
刀 生 委 下 十 地， 凤 此 
(30) (i 二) v1 十 #7 
尘 避 中 的 正 元 mo 成立， 定义 里 一 0 及 (一 v7 一 一 ?如 时 
v 是 正 数 我 们 就 可 以 把 上 映射 ”扩充 到 整个 SS， 姻 果 vz 之 0,v 守 
0 或 坟 二 9, 二 0 可 直 六 得 到 (30) 成 立 ， 设 和 > 及 办 二 0 
如 果 志 十 看 宇 0, 记 vi 二 (wi 十 oz) 十 《一 三 ), 则 得 v7 = (vi 十 
0 十 《一 二 【pv 十 2)? 一 V9， 则 wv)7 一 v7-v73， 如 果 
二 2 之 4， 则 记 一 上 二 一 (wi 十 刀 ) 十 z 则 得 《一 后 3 一 《一 
《ou 十 ya 十 好 于 是 一 好 一 一 (十 的) 十 好 (30) 东 成 立 ， 
如 各 让 < 关 由 补 0 本 类 似 地 证 明 (30) 成 立 ， 政 ?是 G 到 及 内 的 
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-~ 个 群 间 坊 .和 如果 “之 个 则 四 > 全 办 此 ,光正 元 属于 ? 的 核 ,由 
此 得 此 炉 为 0 而 六 是 一 个 总 构 。 由 于 把 正 元 映 人 到 正 元 ， 忆 是 
G 到 RR 内 的 一 个 序 辐 构 ， 

关于 上 玉 证 明 有 几 点 是 需要 注意 的 ， 首 先 ， 从 同 攀 3 的 定 闵 
显然 有 tr 一 1， 其 次 注意 , ?1 由 此 性 质 完全 决定 。 即 部 困 是 6 
到 只 贞 的 任 一 序 同 构 , 合 得 严 一 1， 则 六 一 4. 设 上 5 这 0 并 设 
p17 满足 mjs 字 v, 肌 抽 s# 为 下 整数 , 则 ml] 守 wvY 有 mt 蒂 
nm v7。 因此 mxz 之 zz 并 按 这 些 步 骤 反 推 可 得 
min 党 下 类似 地 ， 由 min 全 vf 可 得 mjn 兰 拉 由 主 这 对 任 
何 有 理 数 均 成 立 , 故 得 v? 一 +; 内 此 ,一 5， 如 果 是 性 意 让 实 
数 , 贴 黄 射 x -> B84 是 的 一 个 保 序 自 同 构 ， 它 脆 射 1>p。 由 此 
可 得 ,存在 忆 的 一 个 序 司 构 , 它 把 给 定 的 正 元 # 痰 人 到 FR 内 的 伍 意 
正 实数 8， 而 有 ,这 样 一 个 同 构 是 唯一 的 . 

称 一 个 秩 1 群 为 离散 的 ,如 果 它 同 构 于 整数 有 序 群 ( 正 性 按 通 
常 意 义 )。 在 痢 面 我 们 已 注意 到 (85), 正 实数 息 法 群 的 一 个 子 群 是 
离散 的 当 且 仅 当 它 含 有 一 个 最 大 元 所 1. 由 此 点 和 定理 8 得 到 一 
个 铁 1 的 有 序 群 是 离散 的 当 旦 仅 当 它 含 有 一 个 最 小 正 元 、 
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证 设 屏 为 实数 51 的 # 元 数组 * 二 (84: 此 ) 的 用 法 用 。 各 果 第 一 非 堆 £1 之 
0 则 规定 x>0, 并 用 来 定名 凑 呈 中 正 元 的 党 证 明 丝 集 是 一 个 有 售 绊 并 决定 其 孜 立 
于 群 . 

2, 如 条 = 是 G 的 非 雪耻 实 了 群 偶 的 基数 ,2 是 一 个 正 整数 , 则 称 有 序 附 6 为 鞭 # 的 、 
证 虹 性 宫 秩 # 的 有 序 群 序 同 的 于 第 1 是 中 群 R*) 的 一 个 于 群 . 

3 如果 秩 = 的 有 序 嫩 如 的 逐次 性 立 子 群 的 岗 群 向 为 无 限 循 坏 群 则 称 怠 为 离 数 的 ， 证 
明 任 何 这 样 的 群 是 问 构 于 Ri) 的 于 群 ， 而 下 "为 于 元 数组 a 一 【aasyes sam】 所 
成 的 群 , 而 a， 为 幕 数 ， 

11. 同 杰 与 贼 值 的 扩张 ”在 这 一 节 , 我 们 将 证 明 辣 坊 扩张 的 基 
本 定理 ， 而 此 疗 态 是 定义 在 一 个 域 的 子 环 上 的 。 此 结果 导致 从 一 
个 子 域 到 一 个 域 的 锋 信 扩张 的 一 般 定 滁 。 我们 首先 证 明 下 述 的 关 
键 引 理 . 

引 理 1, 设 。 是 域 9 的 于 坏 ,m 是 "的 一 个 真理 想 , 如 果 w 
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是 本 的 非 零 元 而 cfg] 是 由 。 和 “生成 的 由 的 子 环 , 则 由 mm 在 
viz] 中 年 成 的 理想 mo[el 是 vLe] 的 真理 想 , 或 省 moLa™'] 是 
sa] 的 真 玲 想 ， 

证 ， 若 不 然 mof[e] = ole] ,mo[e™']=oLa™] ,1€ mo[a], 
1E mw[a™], 那 么 我 们 有 关系 式 : 
{31) 1 一 pe po pr In 
(32) 1 = yor" 4 a 
由 于 mm 了 0 有 为 记 0,n 之 0 且 可 设 人 nn 和 7 对 关系 式 (31) 和 (32) 
是 极 小 的 ， 还 可 设 w 守 w。 则 132) 推出 om 一 yor? 二 pa "ti 
十 … 十 we”; 因 此 


(33) om(l pn) 一 Ho 十 "十 CN 
用 1 一 vz。 蔷 (31) 得 
(34) 1]C— bn = stol 1 — Po Ja 寺 | — va) 


十 :二 pe 人 一 or 

因此 ,由 (33)， 

ly = mm ) 

+ all 一 pa pl — 11), 

由 于 pow Em 用 m 一 1 代 蔡 区 就 得 到 形 如 (31) 的 另 一 个 关系 
式 , 但 这 上 与 s 的 航 小 性 矛盾 。 证 毕 ， 

如 果 . 安 是 一 个 位 ， 它 是 刺 币 的 子 环 0 到 域 A 内 的 一 个 同 赤 ， 
则 我 们 将 称 位 多 是 公信 的. 我 们 的 主要 结果 是 同 态 到 位 的 下 述 扩 
张 定理 ， ， 
定理 和 设 是 域外 的 一 个 子 环 , 久 。 是 m 到 任 一 个 代数 
闭 域 9 内 的 一 个 同 态 , 则 2 能 扩张 成 上 的 一 个 全 第 位 于， 

证 。 我 们 考虑 同 楚 . 吧 ， 的 扩张 殉 ' 的 侍 , 而 . 安 ” 是 再 合 % 的 
子 环 Vf 内 的 同 态 ， 可 按 通 常 的 方式 把 这 些 扩张 仿 序 化 ， 如 果 . 入 ” 
是 哆 ”的 一 个 扩张 ,定义 FB' < P'"， 那 么 ,我们 照 鲍 可 应 用 卓 伦 
引 理 得 到 一 个 极 大 扩张 入 ， 而 训 是 定义 在 名 的 子 环 * 上 的。 我 
们 证 明 " 是 一 个 赋值 环 来 完成 定理 的 论证 。 于 是 家 关 于 中 将 是 
一 个 吕 秆 位 。 设 m 是 过 的 核 。 由 于 1 一 ?1y 故 m 关 vv， 因 人 避 没 
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有 霍 因 子 关 0， 政 中 关于 5 是 一 个 素 理 想 ， 所 世 ,m 关于 ?的 
余人 桌 计 对 乘法 是 封闭 的 ,而且 0& M, 设 0 是 由 中 形 如 a8” 的 
元 之 子 集 , 其 中 e,8E0,8E M, 则 of 是 中 的 含 6 的 一 个 子 环 ,而 
且 用 定义 :B06 一 久 (@) 名 (8) ”可 把 名 扩张 为 YY 到 内 的 
网 态 罗 上 (导言 的 如。 由 于 :更 是 极 太 的 , 故 有 mm 一 oo。 六 就 是 说 在 
久之 下 0 的 象 是 9 的 一 个 子 域 五 ;因为 ,如果 60, 07 一 

六 站, 则 FEM 那么 后 E09 一 39,77 1 一 留 (8") 属 了 了 v0 的 抽 . 

现 设 5 是 看 的 关 0 的 任意 元 . 我们 要 证 明 & 或 者 ge Epo 这 样 就 
证 明了 0。 是 贼 什 环 和 总 是 一 个 位 ， 引 理 1 表示 mo[le]Cb[e] 或 
者 mo[a”]Cole '], 可 以 假设 前 者 成 立 ， 则 我 们 将 证 明史 可 扩张 
成 oile] 到 2 内 的 一 个 周 态 。 出 此 和 .多 的 极 大 性 得 gE 9。 我 们 
考虑 多 项 式 环 o[*] 和 ELx],* 为 未 定 元 ,并 把 . 锡 扩 张 成 呀 xz 到 
EIx] 上 的 一 个 同 态 : * +。 设 af 是 ofz] 中 多 项 式 g(x) 的 
理想 ,它们 使 得 gfe) 一 0， 并 设 中 是 它 在 多 的 扩张 的 作用 下 在 
E[x] 内 的 象 ， 由 于 ofx] 的 同 态 是 满 射 的 , 玫 % 是 E[Lx] 内 的 


一 个 理 株 , 而 且 中 CE[x]， 否 则 ,存在 多 项 式 pix'& o[x] 使 得 


了 pod 一 1 和 BP) x 一 1. 则 多 (p0) 二 1, 多 (8;) 一 0 车 


i 之 0 天 1 一 所 EmBiE m( 对 i 之 0). 夏 庄 关系 式 ZBie* 一 0 得 
i=1— Pp = (1 Bt (~ jw。 由 了 于 工 一 名 ,站 E my 故 
1E mo[w], 这 与 假设 矛 后 ， 因 庇 ， 区 是 ELx] 中 的 一 个 真理 想 , 内 
为 了 Ex] 是 -个 主 理想 整 区 , 故 一 (Cx)), 其 中 jw) 或 者 是 0 
或 者 是 一 个 正 次 数 的 多 项 式 。 在 第 一 种 情况 中 ， 我 们 可 在 上 中 任 
选 一 个 元 >: 在 第 二 种 情况 中 ,可 选 YE 名 并 使 所 >) 一 0。 由 于 
如 基 代 数 团 城 ， 这 是 可 以 办 到 的 。 于 是 y 的 选择 可 归结 汶 :， 如 果 
g(x) 为 吐 z] 的 满足 gta) 一 0 的 任 一 多 项 式 , 风 对 E[x] 中 的 
象 8?(x)?,89(Y) 一 0， 因 此 ,导言 中 的 扩张 定理 IV” 表明 锡 可 
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扩张 成 vfe] 到 和 内 的 一 个 同 态 , 且 把 上映 成 Y。 证 毕 ， 

现 设 pe 为 威 中 的 子 域 各 的 一 个 有 摇 值 ,o。 是 we 的 醚 值 环 ， 
是 非 单位 理想 ,7 是 m 的 单位 的 张 潜 群 。 我 们 已 着 到 wo 等 
价 于 到 烙 BF iU。 内 的 典范 轿 什 po， 而 此 税 的 下 元 基 陪 集 Po5， 
Bo€ 和 和 摧 尖 4 我们 还 得 到 被 ww 决定 的 名 的 典范 位 Vs, 这 是 
一 个 到 剩余 域 mw/ 内 的 疝 态 : mm 一 十 pp.。 我 们 可 以 把 
wj 嵌入 一 个 代数 闭 咸 全， 则 多。 可 以 作为 各 上 的 一 个 8 值 
世 :入 。， 由 于 身 是 代数 闭 的 ,扩张 定理 断言 纺 。 能 扩张 威 多 上 的 
一 个 上 8 值 位 多 役 。 是 由 内 的 鼎 值 环 ,更 定 义 在 "上 ,并 设 p 是 
9 的 非 单位 理想 ， 几 于 绍 基 2 的 一 个 扩张 , 则 了 wm, 而 且 由 于 p 
和 后 分 别 是 安 和 :22 的 核 ,p 二 pp。 因此 , 我 们 有 om 和 之 mw，p 
Do 二 pp。 如果 PEonm 加 和 Em, 则 EumSEh 但 由 此 得 9， 
困 此 oN 8 一 wm 由 于 p 和 pw 分 别 是 bo 和 w 的 非 单 位 理想 ， 
出 由 关系 3 门 一 0。 排出 $8 间 名 三 pp。 因 此 ,pp 人 一 吕 ，U 人 名 
一 Po, 这 里 世 是 “的 单位 的 集 ， 由 这些 关 系 可 推 得 PP 一 PoU，、 
Po 时, 是 有 序 群 BY1U。 到 BX*/DU 内 的 一 个 序 同 构 ,而 B*jU 被 
元 BU(B Ep) 的 集 所 序 化 ， 妇 采 我 们 应 用 于 同 构 于 典范 帕 值 pi， 
就 得 到 加 到 群 2/Z 内 的 一 个 等 价 赋 信 wy。 我 们 又 有 十 到 
全 *1U 内 的 典 药 赋 管 gy ， 并 由 定义 知 go 是 赋值 ps 的 一 个 扩 
张 ， 在 此 意义 下 ， 我 们 就 得 到 了 名 的 一 个 给 定 的 贼人 和 到 下 上 的 
一 -个 赋值 的 扩张 。 : 

我 们 特别 感 兴 趣 的 是 自在 和 上 是 有 限 维 的 .而 且 绘 定 的 赋 亿 
是 秩 工 的 情况 。 在 一 般 情 形 * 如 果 ? 是 域外 到 了 一 (G，0) 内 的 
一 个 赋值 , 则 称 cx 过 0ecB) 的 值 oo 在 G 内 所 成 的 子 群 为 中 
的 值 群 。 我们 需要 下 列 的 

引 理 2。 设 了 是 域 囊 的 一 个 赋值 ,$$， 是 名 的 一 个 有 限 余 维 数 
的 子 域 , 旭 入 的 个 妊 序 同 构 于 和 的 香 群 的 一 个 子 群 (关于 有 的 限 
制 )， 

证 。 设 EE 罗 护 令 aa 四 十 at 十 -二 一 和 | 作 Gi 尖 


0s0i EB 且 而 之 吉之 ，… 之 4。 如 在 非 阿 基 米 得 实 赋值 的 消 
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溪 一 畔 ,如 果 pp) > PB) 三 1. 出 p(TRB) 一 yt) 因此 ， 
由 此 关系 推 得 ,存在 < 了 使 行 p(w5%) 一 pCas"), 册 加 (#2 ) 
一 (ear 其 果 [四 :加 一 2 期 可 设 太一 区 二 #5 因此 
(8)” 是 在 ,的 信 群 内 ， 这 表明 对 在 @ 的 值 群 内 的 任意 #4” 
是 在 & 的 值 套 G。 内 的 。 另 一 方面 , 我 们 已 知道 a。 > am 是 6 
到 一 个 于 性 上 的 保 序 同 构 ， 故 6G 芷 序 同 构 于 G 的 一 个 子 群 的 ， 
由 此 结果 和 定理 8 得 到 多 的 信和 群 是 秩 工 的 ( 秩 ! 岗 获 的 ) 当 且 
仅 当 对 @， 的 值 群 也 如 此 . 
玩 在 ， 我 们 将 看 到 如 何 把 这 一 切 应 用 于 实 荆 值 ， 设 w 是 域 
@， 到 证 负 实数 内 的 一 个 间 平 及、 非 阿 基 米 得 赋 信 ,并 设 是 外 的 
一 个 有 限 维 扩张 ,天 么 ,我 们 知道 m 一 pgs 这 里 p 是 煌 ( 它 与 
go 的 帕 值 环 m 相关 联 ) 的 典范 赋值 , 1 是 和 的 信 贬 G5 到 正 实 
数 P 内 的 一 个 序 同 构 正如 刚才 看 肥 的 ， 我 们 得 到 了 的 一 个 角 
值 环 。 和 一 个 G6; 到 典范 赋值 p' 的 信 群 6 和 内 的 序 同 构 5， gp’ 是 
由 o 决定 的 并 使 得 对 一 切 me 各 有 pCom) 一 《qj (eo)。 由 于 
G' 和 G6; 同样 是 秩 1 的 。 所 以 得 到 一 个 6' 到 了 内 的 序 同 构 1。 
因此 ,有 下 列 的 映射 图 
其 中 i 是 包含 喘 射 ， 第 一 个 方 按 是 交 搞 | 
的 : ip' 一 git, 设 Gi 姑 1,6 是 Gi 中 外 下 | 
其 个 六 1 的 元 , 那么 能 选择 4 使 97 一 | 可 
29 并 对 一 团 YE Gs 有 Ys 一 Yo (8 ， ， 
10)。 就 吓 说 图 中 的 第 二 个 方 格 也 是 交 
换 的 。 所 以 9 一 p'4 是 一 个 实 非 阿 基 
米 得 赋值 , 它 是 血 上 给 定 的 卫 值 ps 的 扩张 ; 因为 如 果 me 物 ， 
寻 gakeo) 一 (pan ) Ceo) 一 (Cptt) (on) (qm'4) (em) 一 Poo). 如 时 
G; 一 1， 则 引 理 2 表明 必须 有 0 一 1。 那么， 和 2? 是 唯一 的 
且 交 换 性 成 立 ， 当 然 这 一 情形 一 开始 就 是 平凡 的 ,因为 这 是 go 为 
平凡 赋值 的 情形 。 因 此 ,我 们 证 明了 下 述 的 结论 : 
定理 10、 设 po 是 域 @ 的 一 个 非 阿 基 米 得 实 赋值 ,四 古 gm 
1) 原文 器 为 -一 译 者 注 . 
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的 一 个 有 限 锥 扩张 域 , 则 存在 一 个 中 上 的 实 赋值 , 它 是 po 的 一 个 
扩张 ， 

12. 扩张 定理 的 应 用 : 郑 尔 伯 特 零点 定理 在 继续 研究 赋值 
之 前 , 我 们 要 猪 微 离开 主题 去 处 理 同 术 扩 张 定 理 (定理 9) 的 其 些 
重要 应 用 ， 首 先 ， 希 尔 怕 特 零点 定理 在 代数 几何 中 起 着 者 要 的 作 
用 . 我 们 将 以 它 原来 的 理想 论 的 形式 给 此 定理 ， 

著 辜 域 多 上 的 未 定 元 % 的 一 个 多 项 式 代数 中 Lx,x2' xj 
设 怠 是 外 的 代数 闭 包 ,如 果 vssxn) EE 加 [和 xx] 且 是 
六 的 使 蕊 一 0 的 元 ,网 称 人 5 为 开 o yx 
的 一 个 (代数 的 ) 零 点 . 设 是 人 [z+1,… ,rs] 中 的 一 个 多 项 式 集 ， 
如 果 和 4 元 组 (56,5,) 是 每 个 1&3) 的 雯 点 , 则 称 # 元 组 
(5 是 3 的 莹 点 .我 们 的 主要 结果 是 与 全 [sx] 中 
真 囊 理想 的 霉 点 有 关 的 ， 这 就 是 下 述 的 

定理 tl 设 币 是 币 [e xn] 汐 一 个 娄 理 想 , 人 是 一 个 
域 ,并 设 第 天 【HI 一 出 [ x) 8，*;Xs】 是 一 个 不 在 加 
中 的 和 多项式, 那么 在 名 的 代数 闭 包 旭 小 郑 在 与 使 得 全 
对 第 是 一 个 零点 查 不 是 fm yx 的 堆 点 . 

证 ， 由 于 第 过 《1 出 [ztn]/ 是 和 上 【天 0 提 的 代数 ， 
它 是 由 陪 集 7Y; 一 习 士 种 人 一 1292) 在 由 上 生成 的 ， 而 且 
PLY 一 个 整 区 故 能 抬 它 嵌入 它 
的 分 式 域 了 一 由 (7 ye) 中 。 首先 设 一 切 7; 都 是 代数 的 ， 
那么 了 是 更 的 代数 扩张 ， 故 存 臣 Pj 名 出 代数 闭 包 如 /名 内 的 一 
个 同和 构 ， 设 此 同 构 为 : 7 一 点， 那么 ， 丰 果 ty: --"，xn] EE 争 ， 
故 riy 7 一 0 网 测 其 旨 5 一 0) 收 《和 5) 是 种 
的 一 个 零点 ， 另 一 方面 ，g(t， ,xo) 革 第 , 故 gCY1 Ye) 尖 
0; 因 师 ,8(5 ,#4) 关 0， 在 这 种 情形 下 定理 成 立 。 其 次 ; 设 不 
是 所 有 的 y， 者 是 代数 的 ,可 汉 六 这 样 排列 使 得 《17 sy 


1) 原文 误 为 PP 一 一 译 者 注 . 
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tr 尝 1) 是 P/ 员 的 一 个 超越 基 。 由 于 & 和 ;xs) 外事 ,在 P 了 中 
在 PP 中 8C7Y;, ,Yn) ”存在 ， 此 元 和 
yj+t sy， 请 元 在 到 Yo7r) 上 是 代 束 的 ， 故 满足 形 如 下 
述 的 代数 方程 
(35) CoLYi Tr os 
+ an(¥ yy 一 0， 

其 中 ai 是 7i 的 多 项 式 作 一 1 7)aoly yyr) 关 0 对 
每 个 yn yn 和 和 87 7 可 选择 这 样 一 个 方程 , 共 令 
fy 7r) 为 这 些 方程 首 项 系数 的 积 。 册 于 a ， 71) 
去 0, 在 无 限 域 中 可 选取 名 ,使 得 (名 ,1) 天 从 卷 
1, 中 译本 p.104}。 由 于 7i 1 委 ) 二 +, 是 代数 无 关 的 , 故 存在 一 
个 由 8[7yi syzr] 到 2/ 内 的 代数 同 坊 使 得 7; 一 车， 由 扩 
张 定理 (定理 9), 此 同 杰 能 扩张 成 P 上 的 一 个 口 值 位 纺 。 出 于 祥 
基 一 个 代数 同 术 的 扩张 ; 则 多 在 $ 上 是 恒 等 的 , 故 静 是 到 8 多 内 
的 - -个 代数 同志 .我 们 其 次 还 章 注 意 、 Yi(f 十 1 么 不 委 门 在 到 的 
迁 值 环 9 内， 否则 , 纺 (Y 店 ) 一 4。， 当 方面 ,我 们 有 一 个 方程 形 如 

qo Ti Tr) Far TY + 

an Ti 0, 

并 用 .多 作用 得 到 ort ,8) 一 国人 (eoly 7) 一 0. 这 
与 下 述 事实 巴 着: a5,5) 关 0 日 d(T 71) 是 al7i， 
1) 的 一 个 因 式 ， 同 法 可 证 玫 (8(7 sy) 天 0 令 
一 名 (YC 十 1 所 革 肆 攻 , 则 我 们 断言 (5 ,+ ,5s) 满足 定理 
的 条 件 : 首先 , 若 大 mxn)e 平 , 则 所 rz) 一 0 是 施 
行 史 得 大 各] 一 0 其次 ,有 8&5) 一 (8g(Y,, 
“0. 

希 尔 伯 特 寒 点 定理 是 定理 11 在 钊 [x4,:''，+s] 中 由 素 理 想 
到 任意 理想 的 推广 .为 此 ， 我 们 需要 交换 环 中 一 个 理想 的 (证 零 ) 
很 之 刻 划 ( 卷 1, 中 译本 b.161)。 我 们 需要 的 结果 是 :如果 % 是 
交 痪 环 的 一 个 理想 , 则 根 哇 (90 是 包含 区 的 素 理 想 和 的 交 
用 节 ， 如 果 o。 是 诺 特 环 , 此 结果 是 把 理想 分 解 为 准 案 再 想 之 交 的 
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分 解 定理 之 简单 推论 (着 1， 中 译本 ，b.163， 习 题 67 的 第 2 题 。 
P,168), 昌 然 这 就 是 我 们 所 需要 的 全 部 了 ,但 在 一 般 情 形 下 建立 此 
结果 仍 是 很 有 趣 的 .我 们 首先 证 明 下 述 的 

引 理 1 设 "是 交换 环 ,9 是 9 的 一 个 理想 ，5 是 9 的 一 
个 半空 乘 守 封闭 子 集 使 得 外 门 $ 一 名。 则 在 "中 存在 素 玛 想 第 
舍得 第 一 % 且 BMS = . 

证 , 设 避 是 0 中 理想 加 的 类 ,满足 ; 1, 对 之 时，2. 8 门 5 一 

他。 由 于 AED 下 UU 非 空 。 以 包含 关系 序 化 上 的 元 。 设 下 为 U 
的 一 个 线性 序 子 集 :, 一 U3 则 BeVEN5S 二 多 日 E 过 对 而且 ， 
容易 验证 E 是 一 个 理想 ,因此 St 0D 且 是 集 V 的 一 个 上 界 , 故 
UD 蚌 个 归纳 集 , 那 么 能 用 卓 伦 引 理 推 得 ， 如 包含 一 个 极 大 元 叫 . 设 
8 一 1 2 是 50 的 元 但 不 便于 第 , 则 由 a; 和 季 生成 的 理想 中 
真 包含 名 且 包 省 %， 由 于 第 在 口内 为 极 大 元 , 由 此 得 3 #U， 
这 就 是 涪 所 站 天 多 ， 设 1 嘱 门 $3， 和 如 果 我 们 注意 到 中 的 元 
的 形式 , 则 5 一 xiqi 十 Pis 其 中 ri 0,p.E 币 ,那么 
(36) 了 me 1 add + P, 
其 中 放 E 及， 由 于 3 是 箔 法 封闭 的 , 故 s€ 5，。 如 4.42 第 则 出 
(36) 得 到 “6 囊 , 但 这 与 第 门 ? 一 外 矛盾 ,因此 ma 种 , 这 就 证 明 
了 ai 芝 出， 中 区 囊 钼 洱 荐 422 和 ， 故 菠 是 一 个 满足 所 费 求 条 件 
的 素 理 想 。 

现在 我 们 可 以 证 明 

定理 142. 设 入 是 交换 环 5 的 一 个 理想 ， 则 根 %(D 一 站 
第 , 即 包含 所 的 素 理想 囊 的 交 ， 

证 。 设 ES ,种 为 包含 % 的 素 理 想 ， 适 当 的 需 a*€& 1， 
内 而 四 E 囊 ， 由 于 囊 是 素 理 想 , 由 此 HH 得 *E 囊 。 因 此 对 包 舍 下 
的 素 理 想 币 有 只 (三 币 ， 学 (0 三 门 囊 ， 其 次 ， 设 a ERC) 和 
S = {n= 1,2,); 则 5 一 名 呈 5 是 著 法 封闭 和 的, 因此 ， 
由 引 玲 推出 存在 包含 外 的 素 理 想 季 使 得 “ 芝 有, 上 收 # 不 在 合 所 
的 诸 素 理想 之 交 中 。 这 就 证 明了 人 门 和 和 生 各 (如)， 加 上 前 面 的 包含 关 
共有 RA) 一 门 甩 。 
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由 定理 11 划 12 得 

着 尔 伯 特 雷 点 定理 . 设 % 是 多 项 式 代数 名 fx, 和;，*…* ,4] 
中 的 一 个 理想 ,外 是 一 个 域 ，x 为 末 定 光 ， 并 设 8 是 旦 的 代数 六 
和 包 , 则 多项式 g(xi-… xn) EK( 人 对) 当 且 仅 当 对 想 理 时 的 每 个 零 
庶 {EE (6 ED) 有 gts en) = 0. 

证 . 设 了 吉 示 型 的 诸 考点 〔〈5 3) 的 集 ， 8&9 设 
En za)c 人 (和 )， 风 对 某 个 正 整 数 mg"E 9， 因此 将 拇 个 人 
V ,gltiy** En) = 0， 且 对 每 个 《5 ) E 下 ， 8 "Sn) == 0. 
有 反之, 设 glxo'"',xn) 是 一 个 多 项 式 使 得 对 每 个 (#7) EV 有 
gC) 一 0， 设 第 是 售 A 的 案 理 想 , 并 设 厂 为 种 的 诺 堆 
点 的 乐 ,用 于 季 卫 9 太守 FP, 所 以 对 每 个 (85) EE 下 有 gE ,1) 
一 0。 由 定理 11 得 到 以 ro)E 和 因此， 合 的 每 个 素 
理想 淘 包 含 8, 那 义 由 定理 12,g 《RCA)。 证 毕 , 

其 次 ， 我 们 将 把 素 章 想 代 数 零点 的 存在 忆 应 用 到 关于 正 的 有 
银 生 成 的 一 个 定理 于 去 。 我 们 早 就 知道 〈$1.35， 引 理 2)， 如 果 
yi yy， 在 下 上 是 代数 的 , 则 域 P 一 及 (7 7o) 同 由 各 7i 
生成 的 代数 有 [7 ，… :yn] 是 一 致 的 ， 我 们 可 以 证 明 此 结果 的 
下 述 道 定理 。 

定理 13。 区 果 一 上 的 由 y， 生 成 的 代数 了 一 时 [73yz ， 
7a] 是 个 域 , 则 各 yi; 在 到 上 是 代数 的 . 

证。 设 下 [zs] 是 允 上 的 省 来 定 元 的 多 项 式 代 数 。 
并 考虑 此 代数 到 了 /8 上 的 同 态 zx 一 741 所 1 祈 #4. 设 季 是 局 
坊 的 核 ;由 于 了 是 一 个 域 , 所 以 第 是 一 个 极 大 理想 ， 如 巢 吕 是 名 
的 代数 闵 包 , 则 我 们 可 以 投 色 【一 56 俩 得 对 每 个 了 和 
有 开车 一 0， 册 导言 的 IY ,存在 鲁 上 的 了 二 BLY ,7)， 
7] 到 上 的 一 个 同 态 使 得 Yi 一 各 ,1 所 
i 二， 出 于 P 是 一 个 域 , 此 同 杰 是 一 个 同 构 ， 由 于 5 是 代数 的 ， 
故 Y; 也是 代数 的 ,1&7 入 

习 题 如 
1, 设 P 一 再 [ryyay…ayn] 是 加 上 的 有 限 生 成 变 拉 代数 , 钥 是 异 零 元 的 理 根 ,证 内 
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贷 是 第 的 极 大 理想 的 交 ， 

13- 扩张 定理 的 应 办: 整 闭 包 下 面 我 们 将 应 用 扩张 定理 去 
得 到 一 个 域 的 于 域 的 整 闭 包 的 重要 刻 划 。 设 8 是 域 中 的 一 个 子 
环 ， 我 们 记得 -- 个 元 ww € 更 为 关于 9 是 整 的 或 g 整 的 , 如 果 存 
在 多 项 式 f(x) & glx], 其 首 项 系数 为 1 使 每 ftg) 一 0， 台中 4 总 
元 的 集 多 被 称 为 9 在 更 中 的 整 用 包 。 我 们 将 记 划 这 个 集 。 证明 
中 需要 下 述 的 

引 理 1 ”如果 5 是 一 个 交换 环 (有 单位 元 1)， 则 。 的 任何 
真理 炉 型 均 能 对 人 一 个 极 太 理想 之 中 。 

证 。 本 引 理 的 证 明 可 作为 $12 引 理 1 的 证 明之 特殊 情况 得 
到 . 令 一 11， 那么 3 是 乘 靶 封 闭 的 且 SN 个 站 二 好 ， 设 也 是 理 
想 器 的 靠 ， 而 外 满足 :器 三 外 且 吕 是 真理 想 (所 以 3 人 5 一 
个 )。 则 五 包 舍 一 个 极 大 元 种， 直 搂 可 得 第 是 含 性 的 一 个 极 大 

定理 灶 { 克 便 尔 )， ” 设 g 是 域名 中 含 1 的 于 环 , 则 g 在 多 
中 的 整 闭 包 芒 是 站 o, 即 牙 中 含 g 的 一 切 关 值 环 的 交 . 

证 。 设 a€ 全, 我 们 有 关系 式 四 十 Yi 十 二 一 0 
# 守 1,Yi€9。 设 了 是 一 个 葬 值 , 它 的 赋值 环 o 包含 9, 如 此 cg 5， 
则 pa) 人 l=—T rH pT) El, 
因此 ,每 个 pl7Yya™') < 1， 但 这 是 不 可 能 的 。 内 为 由 此 关系 式 可 
得 1 二 qg(1) 所 max( gplYie 过 1， 因此 ,a € 3, 于 是 我 们 证 胡 了 
久 含 于 站 5, 这 里 的 赋 佳 环 " 包含 g， 其 次 ,假设 a 全, 则 ”在 
环 gW[a] 中 不 是 一 个 单位 ， 因 为 否则 它 的 道 一 Yol 十 Yo 
十 :十 Yat yiEg 因此 aa 一 oa ion 二 
十 Yi 那么 ee， 由 于 oe! 不 是 虹 e 一] 中 的 单位 ; 则 主 理 想 
ze 一] 是 址 包含 在 g[s 3 中。 由 引 理 1 在 lw '] 中 存在 一 
个 省 er'e[e- 0] 的 航天 理想 m, 故 8[o Am 是 一 个 域 ,并 可 把 它 
丹 入 一 个 代 效 用 成 如 内 。8[e 一 ] 到 glam]jm 上 的 典范 闻 态 可 也 
被 君 成 g[e 一 ] 和 着 @ 内 的 个 同 态 。 出 扩张 定理 得 到 .个 8 值 位 
: 狠 ， 它 的 赋值 水 ， 包含 ge 一]。 ”的 非 单位 所 成 的 夫 想 p 包 
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合 贡 ， 因 此 含 育 c， 由 此 得 go， 因此 由 a# 鲁 可 得 we# 介 
0?, 这 里 的 。 荐 包含 9 的 卫 值 环 ， 所 以 ,我 们 有 名 一 广 o。 证 毕 ， 

如 果 信 二 9, 则 称 子 环 g 在 和 中 是 整 闲 的 ， 故 我 们 有 下 述 的 
结论 

推论 . 如 有 果 g 是 有 的 一 个 子 环 , 则 8 昧 元 的 集 含 是 人 9 中 包 
售 g 的 子 环 :而 县 鲁 在 @ 中 是 整 团 的 ， 

证 由 于 仿 巧 @ 的 子 环 的 父 , 而 且 @ 必然 包含 ,所 以 第 一 
个 断言 是 显然 的 ， 名 整 元 的 集 是 含 的 诸 赋 信 环 的 交 站 0, 故 包 
合 g。 另 一 方面 ,如 果 ” 是 含 9 的 一 个 赋值 环 , 则 0 三 ,因此 ， 
合 合 的 诸 赋 位 的 交 与 含 8 的 诸 荆 值 环 的 交 相 同 , 折 以 就 是 各 , 疏 
8 是 蓝 财 的 ， 


习 是 4 


1… 呵 延 )， 设 和 是 起 的 :个子 环 ， ts tr9…y4， 明史 的 元 ， 想 设 对 每 个 户 存 在 正 
整 科 三 使 得 afi 二 iCeyyey-*y Er)3 其 中 天 站 一 个 局 记 歼 芝 # 的 和 多项式, 证明 
每 个 a, 是 8 箱 的 ， 

2. 阿 渤 )， 设 9 妇 第 1 是 并 语 员 是 而 的 子 环 ， 汪 [是 人 用 眼 生 成 9 模 , 证 明和 Mt 的 每 
不 匹 是 9 束 的 5 参 壮 卷 1。 中 译本 ，P。158)， 

3, 一 个 交 挽 税 区 9 称 为 疼 悦 的， 如 时 福 它 的 分 式 城 中 是 化 闭 的 ， 证 明 如 果 9 是 高 
斯 整 区 * 即 唯一 因 于 分 解 成 立 ) , 则 8 是 整 姜 均 . 

4 以 柯 轧 )， 证 钊 为 成 sx 为 末 定 元 3 证明 名 [x] 汶 于 代数 寻 有 单一 生 泪 元 当 且 充当 
站 是 整 闭 的 .提示 ; 使 用 昌 洛 斯 定理 和 定 汶 14.,》 


14. 完备 域 的 有 限 维 扩张 ”在 本 章 剩 下 的 部 分 中 ,我 们 回 过 头 
来 考虑 实 赋 信 (可 基 洲 得 的 与 非 阿 基 米 得 的 )、 开 始 ， 我 们 将 考虑 
把 完备 域 呈 上 的 赋值 芳 充 到 有 限 维 扩张 域 的 问题 。 我 们 的 首要 月 
标 是 证 明 扩张 的 唯一 性 。 为 此 ,我 们 要 求 

引 理 1 设 儿 关于 非 平 凡 实 屿 值 中 是 完备 的 ， 并 设 了 是 鱼 的 
一 个 扩张 域 , 妨 有 了 且 值 p, 它 是 @& 之 峰值 的 一 个 扩张 , 设 和 :ma …， 


4w 是 P 的 元 而 且 是 @ 一 无 关 的 , 则 序列 tasj(e, 一 worw， eur 


入) 是 了 的 森 匹 这 列 当 且 仅 当 这 六 个 序列 lon} (ls -11,2 
+)】 是 加 中 的 向 尚 序列 。 


+ 49 


证 ， 如 果 {ew} 是 柯 西 序列 则 可 直接 得 判 {a,} 也 是 ;反之 , 设 
{as} 是 柯 再 序列 。 如 果 二 1, 则 显然 {gm】 是 柯 西 序列 。 现 在 
我 们 将 对 任意 7 用 归纳 法 证 明 我 们 的 断言 ， 如果 施 列 ie】 是 一 
个 柯 西 序 疾 , 则 序列 {5,},6, 一 aa 一 oo 和， 是 一 个 柯 西 序列 ， 由 


于 4b 一 3 pj, 所 宴 求 的 结果 可 由 妇 纳 法 得 到 ， 如 果 能 证 明 ， 
1 


在 {am} 不 是 柯 西 宣 列 的 假设 下 能 导致 竹 盾 , 那么 我 们 就 完成 了 
此 题 的 证 明 。 我 们 没 {aw} 不 是 向 西 序列 ， 则 存在 实数 s >> 0， 
使 得 对 任意 正 整数 N 存 在 ,9 > N 有 9g(ew 一 aw) > 8。 因此 
存在 正 整 数 对 (pk,94) 六 二 所 二 人 二 而 二 使 得 pos 
一 ove) > 8s， 那 么 (ey, 一 ew)-' 存在 并 作出 序列 { 政 }， 其 中 


(C37) bn 一 《cpur 一 ceir) (Cap, 本 2 


我 们 有 (es 一 mo) 过 工 ,fan 一 ag} 是 等 序 列 ,因此 {} 
名 


rl 
是 零 序列 。 另 一 方面 ,4 一 2 Be 士 ,并 由 此 得 , 如 果 cx 一 


之 Batyj; 则 Le4} 是 柯 西 序列 。 那么 ,这 7 一 1 个 序列 {py} 一 
1,2,.…-， 了 一 1, 是 宰 西 序列 . 由 于 更 是 完备 的 ， Im Bi 一 记 存 


了 一 1 


1 
在 , 因为 fim 一 0, 愉 54 一》 Buyw 十 刀 得 到 0 一 SY pm 十 
- 1 1 


t#r。 这 与 诸 和 5 的 线性 无 关 姓 矛盾 。 证 毕 . 

要 注意 此 引 理 的 仙 个 重要 结果 : (1) 如 果 {as} 基 一 个 霍 序 
列 , 则 这 一 切 序 列 {awm} 都 是 零 序 列 . (2) 如 果 [P: 吕 ] < 之 0 则 
P 大 完备 的 . 由 于 {eri} 都 是 柯 西 序列 ， 第 一 个 命题 是 显然 的 . 
因 limew 一 or 存在 且 oty 一 0。 因 圭 , 由 wi 的 线 无 关 性 性 
得 每 个 mr 二 0。 为 了 证 明 第 二 个 命题 ,我 们 设 (wy,w,*…… or) 是 
一 个 基 , 那么 ,如 果 {a。} 是 柯 丁 序列 , 则 每 个 {gs 也 是 柯 西 序 
列 , 因 此 limas 一 上 存在 ,而 县 limas 一 Doiw, 

现在 ,我 们 可 以 证 明 

定理 妈 3。 设 忆 是 一 个 域 的 有 限 维 扩张 威 , 而 该 域 关 于 非 平凡 
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了 一 


实 防 信忠 是 完备 的 ， 那 么 ,如 果 下 能 扩张 成 的 一 个 实 谍 值 , 则 此 
贼人 恒基 唯一 的 并 由 下 列 公 式 给 出 : 
《38 ) pp) = plNpolp))", n= [P:$L. 

和 证- 设 扩张 中 存在， 并 设 存在 ? € P 包 得 〈38) 不 成 立 ， 则 
pp ) pNPp)), 于 是 p 关 0, 而 且 gfp 二 plNCp)) 或 者 
Tip ) 之 pCN(p)))， 若 必要 ,可 用 pg 7 代 符 p， 族 可 设 gp{p") 二 
Bo))， 信 一 有 NIp 和 拷打 二 1 和 NN(0) 一 N(p’) 
- Nip) 一 1， 基 为 PCO) 之 1, 故 limeot 一 0 如 涌 【 本 。 反 3 


tn》 是 一 个 基 , oi 一 > wuti; 则 由 Emat 一 0 得 imou 一 0 对 
i=1 


每 个 i。 因为 元 一 一 ?7 (Yi1& 全) 的 范 数 是 7， 的 具有 固定 
系数 的 多 项 式 ， 最 然 出 timeir 一 0 (对 每 个 站 可 得 lim WN (a*) 
一 0， 这 上 与 N(ot) 一 N(o)* 一 1 矛盾 . 

前 面 我 们 已 看 到 一 个 于 堪 上 的 任意 非 阿 基 米 得 实 贼 信 均 可 扩 
张 ,因此 在 韭 亲 基 米 得 的 情形 ,公式 (38) 为 有 限 维 扩张 雪 P 了 提供 了 
一 个 赋值 ; 剩 下 来 的 是 沽 虑 阿 直 米 得 的 情形 。 在 此 情形 ,将 通过 完 
全 决定 所 有 关于 一 个 蜡 基 米 得 实 赋值 完备 的 域 来 得 出 扩张 定理 ， 
我 们 将 证 明 这 样 的 堪 仪 有 实数 堪 和 各 复数 域 , 

引 理 之 设 P 是 域 @ 的 二 次 扩张 ， 而 鲁 关 于 实 阿 基 米 得 赋值 
时 是 完备 的 , 则 站 可 以 扩张 成 的 贼 值 

证 “我们 知道 ， 阿 基 洲 得 实 赋值 的 存在 意味 着 特征 是 的 ， 因 
此 P 了 是 中 上 的 佑 罗 瓦 域 ， 设 一 8 总 Pi@ 的 自 同 梅 , 它 不 是 恒 
等 的 , 则 对 & & 了 的 迹 和 范 数 是 Tg) 一 & 十 8,N(a) 一 呀 而且 
对 任何 a € 了 有 一 T(z)e 二 Nag) 一 0. 我 们 将 证 明 gla) 
三 P(N(a))* 定 义 了 的 一 个 钼 值 ， 加 et 名, 则 N09) 一 时 ,这 意 
味 着 定义 在 P 了 上 的 上 映射 是 下 1 给 定 的 和 的 一 个 扩张 ， 显然 有 : 仅 
当 & 一 和 时 p(x) 一 0, 而 且 由 范 数 的 习 法 性 质 推出 q(ta8) 一 
pe)jqpt8)， 六 此 ,内 湛 证 明 pg 十 让 夸 p(8) 十 PtB) 就 行 了 了. 


1) 指 下 的 特征 为 0 一 一 幸 站 广 . 


43531， 


如 果 我 们 能 证 明 pte 十 1 过 ple) 二 1, 则 此 式 可 得 因为， 看 
?一 0 虹 然 有 ge 十 们 所 外 (ze) 十 p(t8); 如 果 8 下 0, 则 
Pe + 2) = pl(lap + 1)8) = tlap™ 十 1)9(8)。 

户 此 ,如 果 pfaBT 十 了) 和 wba87 十 工 则 

pla tt BE Pu + DP) 一 (ap 人 ph) + 的 () 

— po) 十 全 (8)。 

机 和 ;如 果 gE,P(e 十 二 p(w) 十 1 成立 ; 由 我 们 设 a 多， 

| P= Be),7 一 Tle)r + N(a) 是 的 最 小 多 项 式 , 而 且 Na 
T= tl)(at+tl)=arTroao tatl=N(e) + Ta) 
十 1。 因此 ple 十 1) 记 q(la) 十 1 是 等 价 于 pla 二 1 起 
Pw) 十 2pte) 十 1 并 等 价 于 
(39) pll + Tla) + Ne) G1 +29(NCe) + 

PNCa)). 

如 果 我 们 应 用 在 看 中 的 加 甘 柱 质 ， 见 易 得 ， 如 果 p(T(2)) 所 
29CNGe))， 那 么 《39) 成 立 。 所 以 ， 我 们 设 p(T{e)) >> 
2p(N(e)) 玉 ,或 者 pCTte) > 4q(N(o))， 如 果 记 一 了 (a)， 
2 一 Nwfae)， 那 么 我 们 的 假设 就 变 成 pl2a8 > 4p(8)， 我 们 将 证 
了 朋 ， 轩 此 可 推 得 <E 下 ,从 而 与 我 们 的 很 设 予 盾 ， 因 此 , 要 完 网 本 
定理 的 证 明 , 就 需要 证 有 

引 理 3。 设 多 吓 关于 实 喷 什 呈 的 一 个 完备 域 ， 并 设 一 ax 
十 上 二 0 是 一 个 方程 ,其 系数 a,5E 畦 使 得 pta》 之 45( 们 , 则 
此 才 程 在 全 由 有 要 

。 此 方程 的 一 个 非 索 根 w 将 是 & 一 a 一 be 的 一 个 根 ， 

这 个 根 将 作 序 列 fa 的 极限 得 到 ,其 中 g。 是 哟 排 邑 定 叉 的 : 


a 一 edn ba7!， 我 们 首先 证 明 没有 as 一 0， 从 而 对 


次 


一 切 # 定义 是 有 效 的 ,我 们 有 we 一 2 po) 之 0， 我 们 可 以 


假定 plan) 之 一 > la) EE ), 风 


+ 了 5 和 


七 三 


中 (9 二 Pla 一 Bas’ ) 2 wa) 一 p(B pean) 
2 pa) 29(b) ma) 


0) pp) ~ wo), 


因此 ,对 一 团 二 1,2,3,… pl4s) 法 -pla) > 0， 而 卫 怎 个 


2 
er 天 站 含有 Hn_2— nti 一 paslds (arr 一 二 站 而 且 
pha) 中 (as SE 4p(ta) ;因此 
(40) plasrz 一 art] 和 J Pant 一 dn), 


如 果 令 一 4 的 9097， 则 0<sr 之 1, 而 且 友 复 用 《40) 入 
(arntz 一 anti) re ,其 中 Plaz 一 ER 此 不 等 式 容易 排 
出 {no} 是 一 -个 柯 西 序列， 蕊 此 = limeas 存在 ， 且 由 于 pls) 


之 地 pln) > 0, 有 0 天 所以， 由 霜 控 公式 go 二 a 一 bax 


得 天 二 a 一 Ve 政史 一 a0+b=0, 

现在 我 们 着 至 证 明 

定理 16 ( 奥 斯 转 洛 夫 斯 基 (Ostrowski)。， 关于 一 个 实 阿 时 
米 得 赋值 完备 的 域 仅 有 实数 域 和 复数 域 . 

证 设 王 关于 阿 点 米 得 同 值 器 旦 完备 的 ， 则 旬 的 特征 为 由 
那么 它 包 含有 理 数 。 由 村 有 理 的 任 一 个 实 阿 基 米 得 赋值 等 价 于 绝 
对 值 赋值 且 钨 是 完备 的 ， 疏 旺 然 号 包 合 实 数 域 ， 如 时 更 包含 一 个 
元 i 使 得 == 一 1, 则 外 包含 复数 域 C， 否 划 ， 藻 姑 守 到 中 得 到 
多 (7) 包含 C， 由 引 埋 2 可 也 把 里 扩张 成 多 (说 的 实 距 值 。 我们 
知道 婴 (站 是 完 睾 的， 内 此 ， 要 得 到 此 定理 ， 只 需要 证 朋 下 述 命 
题 : 如 果 四 头 于 一 个 癌 热 米 得 屿 值 是 完备 的 ,而 是 名 宇 C , 则 多 一 
C， 出 于 ?在 实 子 威 (有 有理数 的 完备 化 ) 上 的 限制 等 价 于 绝对 值 贼 
值 ,定理 15 表明 单 等 价 于 GC 上 的 绝对 妃 值 . 

现在 设 20, «EP, FC, 设 7 一 infpfla 一 c): 对 ceC. 
则 我 们 断言 春 在 一 个 ceee 谷 得 ple 十 co) 一 >， 首先 :显然 对 


s 也 3 


一 团 使 得 fte 一 <) 过 7+ 十 1, 而且 当 和 c， 是 两 个 复数 满 眉 
fa 一 ce 和 7 十 lpfa 一 ci 和 十 1: 则 les 一 es 委 27 十 
2， 所 以 满足 pfe 一 ec) 委 r 十 上 的 < 之 集 在 6 中 是 幸 团 的 和 有 
租 的 ， 因 为 p(w 一 <) 是 <。 的 连续 函数 ,显然 存在 <。 使 pla 一 
9) 一 +r， 由 于 闫 CC 我 们 有 > 这 0， 如 果 用 ce 一 co 代替 a, 可 
假定 c 一 0. 则 我 们 有 ple) 一 > 祈 0, 而 且 对 每 个 < EC 有 
F(a 一 c) 之 r+， 我们 将 证 明 对 满足 g(r) 二 + 的 每 个 复数 < 有 
pla 一 0) 二 +， 为 此 ， 今 7 为 任意 下 整数 ， 并 性 察 oo 一 人 一 
(ge)(e sec)(r ec) (eC 一 ec), 其 中 8 是 一 个 全 于 人 
中 的 有 次 本 原单 位 要 ， 则 
pie cple 一 Echo 一 5 ec] 
= qlee — ee) ple)" + gle)’, 

因为 p(s 一 tc) 室 7, 则 有 


汉 此 


那么 ;如果 6(r) < ”, 则 出 tm 人 (1 十 (到 人 六) 一 1。 得 出 关系 


P(e 一 0) =， 项 在 我 们 对 满足 ple) 之 + 的 任意 <, 用 上 一 < 
代 昔 上 得 到 gp(e 一 2c) 一 +。 如 时 我 们 重复 这 一 过 程 ， 则 对 一 切 
# 一 1,2,.-… 和 所 有 使 得 qte)} 二 + 的 < 有 te 一 ?ce 一， 总 
之 ;如果 g(r 中 之 mr, 有 qla 一 人 ) 二 rf, 又 由 于 7 是 任意 的 , 故 对 
一 切 c EC 有 pla 一 c) 一 r+， 于 是 癌 cspcrE CC， 则 有 ple 一 
和 pe 一 有) 十 ta 一 0) 一 2r, 但 由 于 PP 等 价 于 C 上 的 纺 
对 值 赋值 ,这 结果 是 芝 雇 的 ， 所 以 必然 有 C 一 年 ， 证 毕 ， 

鉴于 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 定 理 成 立 ， 关 于 一 个 阿 茹 米 得 冉 值 的 完 
备 域 之 赋值 扩张 定理 就 显得 不 大 重要 了 。 如果 台 关于 一 个 阿 世 米 
得 荆 值 是 完备 的 ， 那么 全 或 者 足 实数 域 或 者 是 复数 域 ， 在 策 一 种 
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情形 , 仅 有 的 有 限 维 扩 张 是 中 和 复数 域 。 在 第 二 种 情形 ,只 可 能 是 
十， 在 所 有 的 梢 形 扩 张 定理 均 是 电 然 的 。 如 果 我 们 把 它 和 早先 的 
结果 综合 起 来 就 得 到 下 述 的 

定理 17. 如 果 外 关于 实 赋值 ?是 完备 前 。P 为 由 的 有 限 维 扩 
张 ， 则 在 且 仅 右 一 逢 方 莅 把 此 炭 值 扩张 成 三 的 赋值 .在 扩 张 由 公 
环 (38) 给 出 。 而 且 ,P 关 于 它 的 赋值 是 完备 的 . 

15. 实 赋值 在 有 限 扒 扩张 域 上 的 扩张 现在 我 们 处 理 这 样 一 
个 品 题 ， 它 就 是 要 确定 一 个 定义 在 域外 上 的 实 了 吴 值 在 一 个 在 上 限 维 
扩张 域 Pj 多 上 的 一 切 扩 张 ， 对 更 是 完备 球 的 措 形 我 们 在 上 一 
已 处 理 过 了 。 我们 将 使 用 已 得 的 结果 去 处 理 一 - 般 情 范 的 问题 ， 设 
再 是 下 关于 ?的 完备 化 , 并 用 6 记 P 在 盏 由 的 扩张 赋值 ， 现 设 
(E52) 是 Pi@ 和 双生 的 域 合 成: 五 是 更 王 的 一 个 瑾 ,* 和: 
分 别 是 Pj 和 更 /下 到 五 /和 内 的 同 构 ,而 E 直 由 ?和 针 生 
成 的 域 ， 由 于 [P: PB]—#< oo, 有 [BE: VB] En 0 对 a&ED, 
定 艾 页) 一 6(&), 就 可 以 把 更 中 的 赋值 六 转移 到 车 中 去 。 

显然 古 在 有 上 和 重合 . 因 下 关于 是 完备 的 ,显然 和 关 
于 更 也 是 完备 的 。 由 于 互 是 要 的 有 限 维 扩 张 , 则 实 骸 值 :有 
唯一 的 下 上 的 实 虐 值 扩 张 F.。 设 四 是 8 在 子 域 P' 的 限制 , 而 
且 用 gp) 一 (pp') 把 必 转移 至 P, 则 显然 由 是 在 P 上 扩张 史 
而 得 的 一 个 实 赋值, 

因此 ,联系 到 P 和 和 多 的 每 个 合成 《EF,s, 痊 ,我们 得 到 一 个 把 
中 扩张 成 P 上 实 帕 值 玫 的 过 程 。 我 们 将 证 明 在 合成 种 峰值 的 扩张 
之 间 的 双 应 是 1 一 1 的 并 且 是 满 射 的 ,如 果 我 们 把 等 价 的 合成 看 成 
一 样 的 话 。 首先， 设 Pj 和 鲁 / 旬 的 两 个 合成 《EB ，4】 和 
30) 是 等 价 的 ; 则 存在 Ei 知 Ef 上 的 -一 个 同 构 #, 使 
得 Be 一 本 26 和 Pie 一 的 :PEP， 对 于 Bn 和 有 
入, 有 (a9) 一 页 (al 一 而 (2 因此 ,Bi,( 7) 一 pr (81). 
$$ 和 和 pa 分 别 是 E, 和 忆 3 的 赋值 ， 它们 分 别 扩张 F:, 和 $i,, 

是 PAY 站 二 (YY4E ER) 定 关 了 上 的 一 个 实 赋 值 ， 人 
REE) 有 [可 = BD) =) 所 
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以 下 是 赋值 5,, 在 有 上 的 一 个 扩张 。 由 于 全 是 完备 的 ,此 
扩张 是 唯一 的 , 故 它 宫 VB 重合 .因此 ,有 克 (C7 一 (YY?)， 灶 
每 个 7,E€ B， 由 此 推出 限制 如 种 加, 到 Pa 和 Ps 得 四 (foo 
pp。 所以， 对 应 在 PP 上 的 钴 值 6 和 办 有 
pp) 二 p= 由,(p*) 一 (gp), 因 此 , 等 价 的 合成 给 出 了 相 
油 的 喊 秆 . 
反之, 对 只 的 赋值 加 ,和 假定 gtp) 一 gtp)， 而 它们 是 由 
合成 (E5554) 和 (B55 如) 确定 的 ,市 么 ,在 bp) = 和 ph) 
PEDP, 其 次 ,我 们 注意 到 在 由 忆 中 的 用 值 所 定义 的 拓扑 中 ， 瑟 二 一 
一 1,2) 是 P” 的 几 包 ， 显然 ,此 闭 包 包含 和 和 的 ,由 于 靖 ;是 
由 名 和 Ps 生成 的 ,从 而 也 包含 Bi。 又 显然 , 在 定义 5 的 意义 
下 Ei 是 P， 关于 髓 值 加 ,的 完备 化 ， 所 以 由 定理 6,P” 到 Pa 上 
的 同 构 p* 一 p* 能 唯一 好 扩张 成 吾 到 吾 上 的 一 个 等 距 同 构 
x ,对 五 的 贼 信 必 有 p(T) 一 7) ,而 且 pr" 一 px。 由 于 
是 名 在 ;中 的 闭 包 ,* 在 上 是 恒 等 觅 射 , 可 见 #* 把 全， 冉 
到 再: 上 .因此 : ”车 @% 上 的 限制 是 一 个 等 距 同 构 , 且 是 名 上 的 
恒 等 映 射 .多 一 方面 ,由 于 pn (2) 一 (5) 一 (53) 映射 本 一 
Bs 有 相同 的 性 质 。 因 此 ,出 定理 6,5 一 za 与 映射 x 重合 ,所 以 
有 =) 和 (Epo 是 等 价 的 。 

刹 下 要 证 明 每 个 关于 了 和 的、 又 是 呈 之 扩张 的 赋值 少 都 能 以 所 
指出 的 方 突 从 一 个 合成 得 出 ， 为 此 , 令 E 是 P 美 于 由 的 完备 化 ,用 
5 记 P 了 到 吾 内 的 一 个 典范 嵌入 ( 同 构 )。 于 是 就 有 完备 化 外 乳 征 在 
五 中 的 消 包 内 的 同 构 t。E 的 由 名 和 P' 生成 的 子 域 是 配 的 有 
限 维 扩张 , 故 天 于 从 吾 所 得 到 的 赋 信 是 完备 的 。 内 而 ,此 子 域 同 卫 
重合 。 因 此 ,我 们 有 一 个 合成 (E,s, 仆 ,并 可 验证 从 这 个 合成 得 到 
的 赋值 就 是 所 给 定 的 赋值 $$， 于 是 有 加 下 叙述 的 

定理 区 。 设 了 是 域 忠 的 一 个 有 限 毕 扩 张 域 , 中 有 实 跨 值 9， 
且 设 下 是 由 的 完备 感 , 则 申 扩张 为 了 中 的 屿 和 值 由 同 P/ 负 和 更 之 
合成 〈E 9 的 等 愉 类 是 1 一 1 对 应 的 ， 

在 $1.16, 我 们 在 合成 (上,s,!) 的 等 价 类 和 代数 下 CeP 的 极 
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大 理想 之 闻 建 立 了 1 一 1 对 应 。 我 们 看 到 , 如 果 3 是 古 BP 的 一 
信和 极 天 理想 ,那么 这 就 问 定 了 一 个 合成 ， 其 域 是 E = (5@P)/5, 
不 问 的 3 给 出 不 等 价 的 人 台 成 ,而 且 每 个 合成 都 筹 价 于 一 个 从 极 大 
理想 3 让 得 到 的 合成 ， 我 们 又 看 到 ， 极 天 理想 的 个 数 是 有 限 的 ， 
而 且 如 末 ,3;,"…,$ 为 重信 P 中 不 同 的 航天 理想 ， 且 咒 一 
让 多， 则 (BP) /RNR 一 EBE;D: “ ' 作 FE,, 其 1 Ei 尝 (SOP)/S,;, 
域 Ej 是 了 关于 一 个 号 恒 ,的 完备 化 ， 我 们 将 称 [Ej: 示 ] 一 证 为 
由 内 决定 的 了 之 局 部 维 糙 ， 于 是 我 们 有 
C41) Fa = {POP):B] — [RS] 

= [P:$] — [FR:$] 

=# 一 [我 :] 过, 

而 县 ,之 zi 一 # 当 且 仅 当 入 二 0。 由 于 可 把 古人 @P 春 成 各 上 的 
月 限 维 代数 , 由 导言 的 VH 得 出 、(@P)/3 是 一 个 域 当 上 且 仅 当 
它 是 一 个 整 区 。 因此 ，3 在 { 妨 P) 内 是 极 太 理 粗 当 且 仅 当 9 
是 素 理想 ， 所 以 ,由 定理 12, 门 3, = RR 是 代数 耳 售 P 的 根 , 即 是 
说 , 闫 是 BB@P 之 震 零 元 的 集 ， 而 且 名 一 0 当日 仅 当 WP 没 
有 非 零 塌 替 元 。 如 果 了 在 下 上 是 可 和 分 的 ， 则 8 多 wsP = FE 办 E, 中 
2 其 中 Bi/@ 是 域 ， 它 是 由 了 关于 更 之 本 原 元 8 的 最 小 
多 项 式 所 决定 的 ($1.16)。 由 于 域 的 家 和 不 包含 非 零 窜 零 元 , 那么 
显然 有 : 如 果 下 关于 征 是 可 分 的 , 则 卫 区 P 有 堆 根 条 ,所 以 ,在 此 
情 帝 十 ,公式 (41) 变 为 
(42) no Pj, 
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1. 对 一 35; 11* 决 定 有 到 数 域 的 p-adice 佐 秆 在 五 次 单位 要 的 分 回 域 上 扩张 的 个 
数 . 


16. 分 歧 指数 与 剩余 次 数 ” 设 负 是 成 , 具 丰 非 平凡 非 阿 基 米 得 
实 鸣 值 9 并 设 Y 趋 几 悄 群 ,ofp 基 更 关于 下 的 番 余 域 (485)， 设 了 
某 有 限 维 扩 张 域 ,由 是 赋值 钊 在 P 上 的 一 个 扩张 ,TT 是 对 应 的 冉 值 
韭 ， 分/ 名 荐 P 的 测 祭 域 ， 由 下 名 和 和 和 分别 是 满足 4(p) 所 1， 


237 * 


tp) < 1 的 元 之 集 , 显 然 有 < 委 昌 和 站 一 of 种 ， 因 此 ,我 们 可 
以 把 剩余 下 ofp 和 和 猎 余 域 急 /各 的 子 域 Cv 十 甩 ) /和 等 间 起 来 . 据 
此 ,可 以 考 谍 维 数 [ 虽 / 囊 :op] 一 天 我 们 将 称 这 个 维 数 为 扩张 下 / 甸 
之 朋 值 4 的 剩余 次 沼 ， 显 然 , 值 形 了 是 了 的 子 巍 , 并 你 y 在 中 的 
指数 = 为 玫 的 分 亦 指 数 ， 和 如果 p EP, 则 我 们 可 以 用 P 的 一 个 适当 
的 非 零 元 葬 # 得 到 第 的 一 个 元 。 所 以, 我 们 可 以 取 囊 的 一 个 元 
作为 >Y 在 T 中 陪 集 的 代表 。 翻 余 次数 和 分 歧 指 数 两 者 均 是 有 限 
的 ， 事 实 上 ,有 有 

引 再 1 cf 所 # = [P:$]. 

证 设 pp，P 基 写 的 元 ,它们 在 (0 十 第 )/ 第 上线 
性 无 关 ， 疗 么 ,如 果 a; 是 5 的 元 :而 且 op;& 第 , 则 每 个 oj 
p。 没 吉 ,m,**" 荐 事 的 区 使 得 陪 集 gj 四 me) 
在 TjY 证 是 不 同 的 。 我 们 可 断言 这 eh 个 元 mm 是 名 无关 的 . 
设 之 aipiny 一 0, 其 中 cei 轩 ,首先 ,我 们 要 征明, 如 时 ci 名 是 
pi 0, 则 (Doipy) EY。 如 果 em 天 0 则 某 些 w 天 0， 
我 们 可 假定 0 党 此 cn 全 bley). 于 是 ,如 果 训 一 ayo7 ,就 有 由 () 
扫 1 ,那么 记 属于 9 的 贼 值 环 v0， 我们 有 wf; 二 wl DBip1). 
又 有 Bips) 委 15 庄 于 各 一 上 各 6o 显然 以 Zpp) <1 
将 和 疡 在 "十 事 / 种 上 的 线性 无 关 性 矛盾 。 因 出 ,可 得 虹 立 Prpi) 
一 1， 那 么 (Doip) = bo p28 pp)) v(m} 7. 更 在， 
我 们 回 过 头 来 在 看 关系 式 Zorpsri 一 0，ws 《加 ， 设 存在 一 个 7 
使 得 4$(>wisps) 去 0， 则 存在 不 同 的 1， 警 如 1 一 1,2， 合 得 中 
【Zipir 一 epim) 4 《$1， 习 题 的 第 2 题 )， 那么 兄 
(Yeapi) PL) = (api) Pr) 关 0, 而 由 已 经 证 朋 的 拓 果 可 
得 yd 一 ydfzrz), 这 和 = 的 选 医 耶 扶 . 因 此 对 每 个 j, 必 须 有 
中 (Dewpi) 一 0 或 者 Zaiip; 一 0。 重复 前 面 曾 用 过 的 排 理 ， 基 于 
pi 在 4 十 种 )! 种 上 的 线性 无 关 性 可 得 每 个 ar 一 小 这 就 证 明 
了 我 们 的 断言 : 这 ef 个 苑 pm 是 四 无 头 的。 因此 ef 所 #4. 显 
然 : 由 rc， 和 无 的 定义 可 得 ef 委 刀 

引 理 2 如果 中 是 沿 般 的 而 瑟 由 关于 单 是 完备 的 ， 则 ef 一 
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证 。 岂 于 多 是 离散 的 , 政 赋 但 中 在 六 内 也 是 离散 的 ,而 县 了 直 
完备 的 。 群 了 和 和 芋 是 循 坏 的 , 而 Pi7 是 e 春 独 环 群 。 衣 工种 
分 别 是 下 和 的 使 B(x) 和 8) 二 gp(P) 为 极 大 的 元 ， 了 的 
任何 非 零 元 有 形式 sz*, 其 中 wt8) 一 1 而 大 一 0, 土 ], 寺 2,-……. 
因此 (x) 是 了 的 一 个 生成 元 ， 如 果 8 一 more ,其 中 gy) 一 1， 
而 且 由 于 Pep 有 之 0, 那么 (wr)” E77, 故 2' 可 以 被 陪 集 
(xr)Y 的 阶 。 整除 ， 另 一 方面 ,的 zx 一 (x9) 一 四 ( 扩 ), 对 某 些 
8 EB,MIE = ,其 中 (8) 二 1， 因此 ,D0) 一 页 84) 一 
pO 一 Br 酸 一 < 由 此 得 天 一 19 一， 于 是 
有 关系 式 8 一 gr,$(9) 二 1, 而 是 TIY 的 阶 . 设 说 pm 
p 是 9 的 元 ;使 得 陪 集 pi 十 第 组 成 域 0/ 第 关于 于 域 {9 十 字 ) 
/时 兰 ngfp 的 一 个 基 ， 我们 将 证 明 元 pir ,1 所 1: 寺 1,0 所 1 所 c 一 1 
组 成 P 关于 氏 的 一 个 基 。 由 于 内)y 的 阶 为 zc，$(1), b(n)， 
p(n ) 沙 在 关于 7 的 不 同 的 陪 集 中 ; 故 几 引 理 1 的 证 明 可 知 
元 pi 起 针 无 闫 的 。 剩 下 要 证 明 的 每 个 元 旦 这 些 元 的 虽 线 性 
组 合 ; 首 先 要 证 明 包 的 每 个 元 是 系数 权 自 "中 的 元 mm 的 线性 
组 台 : 设 rE 分。 则 对 茶 些 不 之 0 有 (2v) 一 nt。 可 记 友 一 
me 十 万 ,其 中 裕 0 0< 委 1 和 ee 一 1 则 gg(v) = Bpmirn), 
破产 一 (8 由 7 满足 上 Ia) 一 1. pi 的 定 尽责 明 存 在 元 cu 


上 

9 使 得 一 cps EE 种， 干 是 ooaupi) 二 (pj) 一 1, 而且 
1 

如 果 9 二 Sip 一 于 ayp 让 , 则 (34) 之 (tv) 我们 有 


(43) v= pnp = Bri Seipi) 十 ow, 
对 重复 上 述 的 论证 并 得 到 序列 v1,ww,'…' ,使 得 
(44) i 一 BriR{ Derripi ) 十 Vhs 


其 中 ep br 守 050 所 扩 和 2 一 1,p(Dowp) 一 1 而 且 史 ok) 
< 反恐， 由 (4) 可 得 四 p40) 二 (9mRr*)。 于 是 乓 一 0， 
8 一 0 人 (aup)jp 一 0。 由 最 后 一 个 极限 推出 , 如果 无 穷 级 数 
的 项 作成 序列 《owep)y (多 一 1 ,2,……*) 的 子 序列 则 此 无 窍 级 
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数 收 敏 。 用 (43) 和 (4 得 
《45 1) 2 rik Beepi) + Bmamia{ Serps) + 

二 PRR Doipr) + DR, 
由 于 关 一 0 和 (45) 中 各 个 (0 志 7 了 所 ce 一 1) 的 系数 收效 ， 
喜 昌 (45) 得 5 二 pipir < 扫 有 < 一 二 其 由 人 En 现在 令 
Y 是 的 任 一 个 元 , 则 可 找 一 个 如 的 窜 使 得 vp"*€ DD。 故 得 » 一 
8Zpiiprr)。 其 中 bo 那么 P 的 每 个 元 是 pi 的 多 线性 组 


合 . 


现 可 证 明 

定理 区 。， 设 中 是 一 个 具有 非 阿 基 米 得 实践 信 " 的 域 ，P 是 中 
的 -个 有 限 维 扩张 域 ， 册 ,9，… ,中 是 扩张 外 的 了 的 不 同 赋值 ， 
并 设 sj 分 别 为 Pj@ 关于 点 的 分 歧 指 数 和 剩余 次 数 , 则 


(46) > < 办 委 一 [P:9]， 
面 且 如 果 了 在 正 上 是 可 分 的 和 ?是 离散 的 , 则 
(47) by ei = 

成 立 。 


证 . 设 E; 是 了 关于 g; 的 完备 化 ， 则 对 旬 的 完备 化 六 和 
ni 一 [Ei:] 有 2ni<# ,而且 因 为 P 在 加 上 是 可 分 的 故 肥 本 ni 一 
3?。 在 85 我 们 曾 证 明了 过 Et 和 P 关于 册 有 相同 的 值 群 ， 而 昌 $ 
和 名 关于 了 有 相同 的 值 群 。 因 此 P 了 在 名 上 关于 内 的 分 歧 指 数 与 
Ei 在 全 上 的 相向 。 类 似 地 ,$5 和 定义 表明 Pj 中 关于 内 的 测 余 
次 数 万 与 E 对 的 相同 。 由 引 理 1 和 2, 我 们 有 sjfi 志 ww;， 若 此 
赋值 还 是 离散 的 , 则 ej 二 zi， 因此 ,总 有 efi 委 1 安 9, 如 

果 Pj 是 可 分 的 , 巧 议 散 的 ,如 ef; = ni 二 有 

习 题 . 45 
1 在 35 , 司 题 的 第 1 是 的 情况 下 ,决定 萌 余 次 数 鲍 分 歧 指 数 ， 


应 为 * 实 赋值 后 "一 一 译 背 十 . 


人 


第 六 并 
阿 廷 - 施 菜 尔 (Artin-Schreier) 理论 


在 这 一 章 我 们 将 考 屿 由 阿 奈 和 施 莱 尔 建 立 的 形式 实 域 理论 ， 

实数 域 的 基本 代数 性 质 是 在 此 域 贝 关系 式 工 吕 一 0 仅 在 平凡 的 
情形 才能 成 立 ， 由 十 4 十 … 十 下 一 0。 这 种 观察 引导 网 自 和 施 汪 
尔 称 具 有 此 人 性质 的 任意 域 为 形式 实 域 ， 和 任何 这 样 的 域 都 可 以 有 应 
化 , 另 一 方面 , 任 一 有 序 域 部 是 形式 实 域 ， 在 此 理论 中 ， 我 们 景 感 
兴趣 的 是 实 闭 域 ， 它 在 代数 扩张 的 意义 下 是 极 大 的 形式 实 域 ， 一 
个 实 闭 域 有 唯一 的 序 , 此 序 可 用 下 列 条 件 来 刻 划 ， 在 这 样 的 域 店 。 
& 之 0, 当 目 仅 当 & 一 名 大 0, 还 看 ;如 果 了 是 实 闭 的 , 则 P{w 一 1) 
是 代数 封 四 的 ， 任 何 形式 实 域 部 能 侈 人 一 个 实 闭 域 ， 而 此 碟 让 给 
定 的 域 上 是 代数 的 。 而且, 如 果 原 来 的 域 是 有 序 的 ,那么 还 可 以 这 
样 米 媒人 ， 使 得 在 实 闭 代数 扩张 中 的 那个 唯一 的 序 居 给 定 域 的 序 
的 扩 继 ， 这 样 一 个 有 序 域 的 实 闲 扩 张 本 质 上 是 唯一 的 ， 并 称 为 有 
序 域 的 实 困 包 . 
阿 鞍 - 施 某 尔 洗 论 的 殿 型 应 用 基 确 定 一 个 域 的 哪些 元 可 表示 
为 此 域 中 元 的 平方 和 问题 。 对 有 理 数 的 有 限 代数 扩张 。 此 问题 有 
-个 由 希 尔 伯 特 利 兰 道 (Landan) 给 出 的 简单 的 回答 (定理 19， 
形式 实 域 的 理论 促使 阿 廷 解决 关于 正定 有 理 函 数 分 解 为 平方 和 的 
希 尔 伯 特 问题 ， 我 们 将 给 出 陪 奸 定理 的 证 明 (定理 12)， 

继 阿 廷 和 施 莱 尔 原来 工作 之 后 ， 形 式 实 域 理 论 的 最 重要 的 发 
展 尾 塔 尔 斯 基 的 元 数学 原理 ， 此 原理 断言 尾 一 个 代数 的 初等 命题 
如 果 对 一 个 实 团 域 成 立 则 对 每 个 实 闭 赴 也 成 立 。 这 一 原理 基于 一 
个 和 法 ， 这 个 算法 用 二 判别 在 一 个 实 亲 域 中 有 限 组 有 了 理 系 数 的 多 
于 式 方 答 与 不 等 式 的 可 衣 性 ， 茂 切 域 尔 其 基 给 出 了 一 个 关 别 法 ， 
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我 们 将 给 出 另 一 个 属于 赛 登 侈 的 判别 法 . 

在 最 后 一 节 , 我 们 监 建 立 沁 闲 域 的 阿 鞍 - 施 莱 尔 刀 划 ， 即 它 不 
是 代数 闭 域 ,而 是 代数 闭 域 中 的 一 个 有 有 限 余 维 数 的 域 . 

1 有 序 域 与 形式 实 域 ” 企 上 一 章 我 们 定义 过 有 序 群 (55.7). 
由 大 似 的 方法 ,我 们 有 下 述 的 
定义 上 有 序 域名 是 一 个 域 罗 连同 多 的 一 个 子 党 P 【( 正 元 的 
集 ) ,使 油 ， (1) 0&P, 02) 如果 a € 名, 则 或 者 gEP 了 ,或 者 & 一 10， 
或 者 一 xcEP,(3 P 对 加 法 和 羔 法 是 封闭 的 . 
由 于 任 一 个 域 不 止 包含 一 个 元 ， 显 然 子 党 非 空 。 如 果 用 为 
记 集 {一 w ecEP}， 册 (2) 糊 言 且 一 PULOTUN， 而 且 ， 由 (1) 显 
然 有 PP 站 {0 一 多 ,站 0 一 8 ,因为 如 果 eecP 站 ww, 则 一 a EP 
门 六 .于 是 0 一 c 十 (一) €P 了 , 这 与 {1) 巴 有 担 , 涛 PNN 一 WW， 因 
此 ， 分解 式 罗 一 PU{9}UN 是 不 直 交 之 集 的 并 ， 显 然 入 对 加 法 
是 封闭 的 ,因为 如 果 a,FEP, 则 上 (一 中 十 ( 一 及 一 一 (a 寺 站 EE 
N，、 另 方面 ,如 果 一 a, 一 PE RN, 则 《一 的 ( 一 门 二 ap EP，, 

如 果 co 一 EP 了 ,定义 a 之 8, 这 样 就 可 以 在 有 序 域 外 (更 确 切 
地 说 是 多,P) 中 引进 一 个 偏 序 。 妇 果 zx， 站 是 下 的 任意 两 个 元 ， 
我 们 有 三 歧 性 : 关系 > 8,a 一 8,8 >% 有 且 仅 有 一 种 成 立 , 因 
此 , 按 关系 a 之 8， 下 有 线性 序 ， 如 果 g 之 8B, 则 a 十 7 之 8 十 
7Y ,而且 车 3 > 0 还 有 08 之 88， 反之, 如果 有 一 个 线性 序 沁 , 它 
使 得 由 & 污 推出 ga 十 7Y 守 8 十 7Y 和 由 8 之 0 推出 a6 之 66， 
我 们 就 可 以 利用 这 样 的 线性 序 定 内 一 个 有 序 域 。 用 了 起 示 汪 > 0 
的 元 之 集 ,可 直接 推 得 下，P 在 原来 的 意义 是 一 个 有 序 域 ,而 且 
硬 , 了 定义 的 关系 > 是 给 定 的 序 关 系 ， 
通常 把 8 > & 记 为 9 忆 8 基 方便 的 .在 实数 域 中 序 的 初等 性 
质 是 容易 建立 的 ， 我 们 列 后 其 中 一 些 性 质 : 由 a 沁 0 得 出 o >> 
0， 而 且 直 g 半 8 之 0 推出 PF 沁 w 之 0， 如 果 & > BB。 刚 一 上 
之 一 P 而 且 , 划 果 a 交 BY 之 5, 则 gw 十 7Y 之 8 十 了 与 通常 一 
样 , 定 多 |a| = 二 &% 如 果 & 宇 人 |e| = 一 5; 让 果 &w 过 9 各 且 能 证 
明 le 十 中 委 |el 十 ale8l = lal lpl, 
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如 果 @ 是 有 序 域 8，p 的 子 域 , 则 ”关于 P' 一 MP 是 
有 序 的 。 我 们 称 这 个 序 为 多 中 的 导出 序 ， 显 然 , 在 多 ，P' 中 。 
of 之 当 且 仅 当 在 8, 了 中 > 名 ， 如果 多 和 @，P' 是 任 
两 个 有 序 减 , 则 四 到 @” 内 鸭 同 构 s 称 为 序 同 构 (或 者 有 序 域 的 同 
构 ) ,如 果 P'SP。 由 此 得 N'EN',N" 为 P 的 元 之 负 元 集 ,而 且 
如 果 * 是 满 射 的 , 则 P 一 PN 一 NN. 
在 任 一 个 有 序 域 @ 中 ,由 上 二 0 可 得 oo 0。 因此 ,如 果 a 
wy 0 则 避 w > 0。 这 就 证 明了 在 下 述 的 意义 下 任何 用 
序 域 是 形式 实 域 : 


定义 2 一 个 域 9 是 形式 实 域 ,如 潜在 名 中 ,关系 式 了 名 ~ 


0 仅 当 每 个 上 一 8. 

可 直接 推 得 ,路 是 形式 实 域 当 且 仅 当 一 1 不 是 下 的 元 的 平方 
和 .如 果 中 的 特征 p 天 90， 则 0 二 1 十 壤 十 … 十 1 (? 项 ); 因 此 ， 
形式 实 域 的 特征 必须 为 0, 

在 任何 域 中 , 令 闷 ( 生 ) 记 盏 中 能 家 为 平方 和 的 元 之 子 集 , 显 
然 之 (看 ) 包含 0， 并 卫 对 加 夺 和 乘法 是 封闭 的 。 而 且 , 已 知名 
是 形式 实 域 当 且 权 当 一 1&2(B)。 如 果 在 乙 (B) 内 8 关 0， 则 
BEYf9) 因 为 若 8 一 和 那么, 一 有 一 (BBY. 
我 们 也 注意 到 , 如 果 旦 不 是 形式 实 式 而 且 特 征 不 为 2, 则 > 他) 一 
加; 因为 一 1€ (加 ) ;因为 一 1€ 袜 (@) 且 若 是 的 任 一 元 ， 则 

i+eoeY I—oeY i 二 oY 工 一 名 
“人 - (3 ) -( + (2 ") 

E 艺人 有 ,这 是 因为 记 串 ) 对 加 法 和 乘法 是 所 团 的 .将 关于 2.(8) 
欧 这 些 结果 叙述 成 站 下 引 理 会 是 有 用 的 

引 理 ， 设 下 是 一 个 域 , 世人 @) 是 由 中 能 表 为 平方 和 的 元 之 子 
集 ， 则 芯 ( 和 ) 对 加 法 和 彝 法 是 封闭 的 ， 且 对 宛 ) 中 的 每 个 
0 BE (DB)， 如 果 正 木 是 形式 实 域 且 特 征 不 为 2。 则 
(PD) 一 由。 
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习 题 46 


1. 证 明 有 埋 数 域 才 内 仅 有 一 三 方 攻 六 化 - 

2. 证 明 如 果 Ro 为 丰 埋 狼 域 , 吕 感 RY 3) 治 有 栈 冲 不 同 的 序 ， 

3, 误 鲁 是 一 个 有 序 域 ,fCx) 二 x? 上 el za 二 是 一 个 系数 在 更 中 的 多 项 
式 ,好 一 maxflyleti 二 Ed 中 十 je1)， 江 盯 大 r》 在 加 中 的 每 个 限 仿 于 区 同 
一 对 所 x 共 对 

+4, 证 明 形 式 天 域 特 年 间 代 想 战 扩张 是 形式 实 域 . 

5. 设 RE。 为 有 理 数 域外 二 RS) 条 上 为 机 起 元 ,证 朋 中 有 不 可 数 个 示 同 的 序 ， 

6. 设 名 是 形式 泥 域 ,全 ( 古 ,》 表 未 9 灸 # 验 对 称 短 阵 和 谷 ; 其 元 在 @ 内 ， 证 时 史 ( 作 四 
在 下 述 意 久 下 症 形 式 实 和 的， 由 之 天 =- 串 击 关中 (更 wy 可 居 担 每 个 击 = 浊 , 

7 设 (xyy) 是 于 上 # 弘 向 明 空 间 光 i 上 的 对 称 冯 线性 型 ， 弄 多 是 一 个 有 序 域 . 设 
{BPs 一 yn) 对 《Cxs8) 方 一 个 对 舱 阵 ， 让 朋 下 述 册 水 维 撩 特定 黑 C 关 3， 中 详 本 ， 
p。 45 的 淮 ;": 正 元 3， 的 个 数 荐 《xsy) 的 一 个 不 变 得 

$8. 一 个 有 及 址 你 为 阿 东 六 得 的 ; 旬 果 治 定 任 总 ga>0,8>0, 商 序 作 素数 4 使 得 po 
局 ( 等 价 于 ， 洛 定 >0。 则 存 站 散 数 # 合 入 #>g)， 没 2 是 ~ 个 有 序 域 ;多 为 有 导出 
将 的 一 个 子 域 ， 证 山上 是 阿 基 共 母 的 。 如 果 : 证 是 阿 基 米 得 的 ;20[P:W] 之 品 ，( 提 
示 ; 利用 第 3 题 .) 

9 ,证明 任 一 际 基 洲 坦 有 引 城 序 同 均 于 实数 域 玉 的 一 个 子 城 (伏天 定 理 3.8). 

10.( 柯 区 CCoha)》、 设 四 为 以 P 为 正 风 集约 有 序 域 ,证 明 克 (#)》 佑 芳 旬 上 的 超 且 
元 ) 能 作为 有 序 域 。 如 果 这 样 选 取 P; 作为 下 元 集 ， 它 包 合 形 如 BE"fg-' 的 元 ， 其 中 
户 EPs f 和 十 常 数 项 为 1 的 专 的 多 项 式 ， 让 时 中 (8) 不 是 同 基 米 得 有 序 城 ， 

11.( 树 瑟 }， 设 硬是 有 序 域 ,3 要 为 旬 ( 二 9》 中 关于 更 的 代 数 匹 关 元 ， 如 第 0 是 一 
禅 序 化 更 ()? 然 后 把 吕 ( 才 7) 得 作 中 人吉 》 上 的 纯 超 越 扩 张 ， 对 忠 ( 二 ,3) 震 拨 此 过 
程 。 证明 名 (5, 攻 的 凶 个 元 必 能 被 BC) 的 一 个 元 所 超过 ,但 在 专 和 各 之 间 不 存在 
更 (93) 的 元 ， 

14. 设 了 基 一 个 有 序 域 , 甸 基 一 个 于 域 . 温 是 PP 的 郑 记 的 代 ， 并 洪 足 :对 中 中 每 个 
«中 0 着 1B| 达 el 此 设 0 二 {7 EPI7pCH)， 证 明 0 是 P 中 合生 的 赋值 不 ， 曾 且 
Pp 是 0 的 非 冲 位 的 理想 ， 证 明基 杂 戌 bp 巾 能 如 下 被 序 化 : 如 果 > 和 上 且 在 中 72 的 
定名 7 十 p>0，。 证 明 9/P 是 下 的 一 个 扩张 (招生 与 【更 十 拉 / 等 同 起 来 ;而 且 在 
站 下 贞 义 下 它 是 重 的 一 个 阿 基 米 得 扩张 : 经 个 区 间 (ss 的 《a， 6 E01 拉 都 包 合生 的 
一 个 元 . 

2. 实 闭 城 ” 形 式 实 域 共 深刻 性 质 与 如 下 定 闵 的 实 闭 域 有 关 : 

定义 3。 一 个 域 于 称 为 实际 的 ,如 果 轩 是 形式 实 域 , 但 下 的 任 
何 真 代数 扩张 都 不 是 形式 实 域 . - 

我 们 首先 让 上 明 任何 实 闭 戌 有 且 仪 有 一 种 方 匡 被 序 化 ， 这 是 下 
十 定 亚 的 一 个 篇 单 推论 ， 
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定 独 1， 如果 外 是 实 半 的 ， 则 旬 的 任何 元 或 者 是 一 个 平方 或 
者 是 -- 个 平方 的 负 郊 ， 

证 设 c 是 8 的 一 个 非 平方 的 元 ， 则 我 们 能 构 作 真 代数 扩张 
一 四 (Va)， 比 域 不 是 形 冻 实 域 ， 那么 在 台中 存在 不 全 为 0 的 
layi 合 得 忆 (Pi 十 Yi ee 一 0 天 于 ( 且 十 yj) 十 2(8177) 
Vo 一 0， 内 为 Ve 区 238Y1 一 0 和 十 27? 一 0. 
由 于 多 是 形式 实战 37? 天 0, 必 一 一 ( 宛 所) (7 应 用 红 1 中 引 
里 玉 括 述 的 平方 和 的 集 部 (®) 的 性 质 得 到 一 ac 三 (@). 由 于 由 是 
形式 实 域 有 一 1 关 阅 (@)， 政 得 cg 鞠 (B)， 从 此 证 明了 ， 如果 甸 
的 一 个 元 不 是 一 个 平方 , 则 它 就 本 是 一 个 平方 和 ， 换 名 话 江 ,如 六 
a€ 于 (多 ) 则 是 一 个 平方 。， 而 且 我 们 知道 ， 如 果 & 不 是 一 个 平 
方 , 则 一 ae 守 (@), 于 是 由 此 得 一 x 是 一 个 平方 ， 证 毕 . 

现在 我 们 可 以 证 明 

定理 2， 任 一 实 闵 域 都 有 是 仅 有 一 种 方法 禄 序 化 ， 些 域 的 作 
一 自 同 构 都 是 序 同 构 ， 

证 设 ?了 为 实 阔 成 生 的 各 非 零 平方 元 的 子 乐 ， 则 0 &P 而 HH 
如 果 台 过 0 和 ekgP, 浊 守 理 1 得 一 gtP 了 ,如 果 & 一 户 和 7 二 六 
EP, a 二 YtP. 否 划 ww 十 y 一 一 让 SEEP， 敬 义 十 全 十 
8 二 0， 这 与 和 的 形式 实 域 性 矛盾 ， 因此 子 集 了 满足 有 序 域 的 条 
御 ],2,3, 即 多 ,是 有 序 域 。 设 P' 是 四 的 任 一 子 集 , 它 给 出 更 的 
一 个 序 ， 如 时 gt ?Pye 一 记 关 0, 则 在 P' 给 出 的 序 由 «之 0, 全 
此 P' 屋 P。 白 此 得 P 一 了 , 冤 四 由 的 序 是 唯一 确定 的 ， 厦 :是 名 
的 一 个 自 同 构 , 则 s 显然 把 莫 零 平方 元 的 集 P' 映 和 自身， 因此 
是 多 的 一 个 序 同 移 ， 

， ” 实 闭 域 罕 在 的 问题 是 非常 容易 解决 的 。 事 实 上 ， 我 们 有 下 述 


| 


的 

定理 3， 设 二 是 形式 实 开 , 8 是 名 的 代数 闭 包 ,由 人 包含 一 个 
舍 吏 的 实 闭 域 。 

这 。 考 察 人 办 合唱 的 形式 实 子 域 的 集 族 。 由 于 含有 风 ， 故此 
过 旋 非 襟 ， 而 且 此 集 族 是 税 纳 移 ， 于 么 市 香 伦 引 十 得 它 例 有 -个 
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极 大 元 和 A。 如 果 么 不 是 实 闭 的 , 则 它 有 一 个 真 代数 扩张 A 是 形式 
实 域 ， 因 为 8 是 代数 封闭 的 ， 放 可 设 全 SG ($4.1， 习 题 的 第 1 
. 题 )， 这 与 A 在 呈 内 的 裤 大 性 矛盾 .政和 是 实 闭 的 。 

显然 由 定型 2 和 定理 3 以 及 任意 咸 的 代数 闭 他 的 存在 性 可 得 


下 述 推 论 . 
推论 1 可 以 把 任 一 形式 实 域 柑 入 一 个 实 淫 域 中 ， 而 此 域 在 
给 定 的 域 上 是 代数 的 ， 


推论 2、 任 一 形式 实 域 均 可 序 化 ， 

如 果 @ 是 实 闭 的 。 则 一 ! 在 由 中 不 是 一 个 平方 元 ,那么 
儿 (一 1) 二 加， 我 们 将 证 明史 (VY 一 1 是 代数 封闭 的 ， 并 将 发 现 
此 性 质 是 实 闭 域 的 特征 ， 为 此 我 们 首先 证 明 下 述 的 结果 . 
定理 4。 如 果 生 是 实 闭 的 ， 则 系数 在 和 内 的 每 个 奇 次 多 项 起 
在 重 内 有 一 个 报 ， 

话 ”对 次 数 为 1 的 多 项 式 宅 理 显然 成 立 。 对 蕊 中 的 次 数 = 用 
归纳 法 ， 如 果 f(x) 是 可 约 的 , 则 有 一 个 因 式 ?是 奇数 次 的 ， 那 大 
je 在 下 内 有 一 全 根 . 因 此 可 以 设 fw) 是 不 可 约 的 , 设 和 一 (9)， 
而 1(6) 一 0， 则 A 二 8， 于 是 A 不 是 形式 实 域 ， 因此 有 关系 式 
避 pi(07 一 一 1, 其 中 pi(s) 是 次 数 委 = 一 1 的 * 的 多 项 式 ， 由 
此 关系 式 推 得 王 pi(o 一 一 1 十 egCOD， 了 piCo3 的 首 项 系 
数 对 于 镍 的 序 来 说 是 正 的 ,而 此 多 项 式 的 次 数 是 个 数量 专 2(4 一 
1) ,由 此 得 degf(ey 是 奇数 日 <2(z 一 1) 一 2 一 5 一 2。 因此 存在 
PEg@ 使 得 8(F) 一 0。， 把 8 代入 英 系 式 Sqps(x》 一 一 1 十 
jCx)glx) 得 可 qi(8) 一 一 1, 但 这 与 中 的 形式 实 性 矛盾 .证 毕 . 

下 面 我 们 把 所 谓 的 代数 基本 定 悍 推广 到 实 闭 域 去 。 此 证 明 几 
平 完 全 仿照 高 斯 (Gauss) 对 于 这 个 古典 结果 的 证 明 . 

定理 5， 设 @ 是 一 个 有 序 域 ,使 得 ，(1)@ 内 的 正 元 不 名 内 有 
平方 根 ,(2) 任 一 个 系数 在 到 内 的 奇 次 多 项 式 在 @ 中 有 一 个 根 ， 贡 
V 一 18& 了 ,DCV 一 1) 是 代数 闭合 的 ， 


1》 指 真 汪 式 一 一 详 省 注 . 
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证 ， 由 于 名 是 实 的 ,显然 有 VY 一 1 多, 考 卡 @(V 一 1) 二 8. 令 


如 果 fz) EB(Y 一 Dfr3， 则 f(x)FKx) e BLr], 而 县 如 时 此 多 项 
式 在 BL V 一 D) 中 有 一 个 根 ,出 fx) 在 @B(V 一 1) 中 有 一 个 
根 .因此 ,如 果 能 证 明 系数 在 @ 中 的 每 个 非常 数 多 项 式 在 8B(V 一 1) 
中 有 根 ,就 可 以 得 到 @(V 一 1) 是 代数 闭 的 ， 利 用 (2)， 如 果 此 多 
项 式 是 奇数 的 话 , 则 此 结论 是 成 立 的 。 下 面 我 们 证 明 g(w 一 1) 的 
每 个 元 在 此 城中 有 一 个 平方 根 : 首 先 ,如 果 ae gse > 0, 则 由 (1)， 
a 一 户 ， BEB 其次， 如果 EBH ge<0， 则 一 “一 挛 ，c 一 
(VY 一 1) 闻 , 现 令 p 一 a 十 所 ,i 一 V 一 1,a,B 《名 ,8 二 0。 卷 看 
元 二 十， EB 可 得 和 合十 和 天 一 二 一 下 二 2， 那么 
起 十 3 一 < 十 及 等 价 于 

(1) E2596 

由 于 8 关 0, 可 以 设 (用 名 的 舌 当 元 乘 之 则 得 ) 8 一 2, 那么 ,第 二 
个 方程 就 变 为 8 一 1. 如 果 4 一!, 则 此 式 成 立 . 队 而 第 一 个 方 
程 变 为 站 一 后 一 c， 或 者 4 一 4 一 cl4 二 )， 由 于 多 十 4 
> 0, 故 方程 一 al 一 1 一 0 在 @ 中 有 解 (a 十 Ve 十 4)/2. 


因 g 十 VE 十 4 渤 (否则 由 ce 十 和 YE 十 4 所 4 将 导致 4 去 0)， 
故 包 中 存在 一 个 三 关 0, 使 得 总 一 于 (ce 十 V 十 和， 故 间 一 


o 1 时 一 一 所 以 5 和 全 一 挟 ' 满 足 & 一 2 时 的 式 (1). 
有 至 此 我 们 证 明了 &(V 一 1) 的 每 个 元 在 此 域 中 有 于 方 很 。 所 以 不 
存在 @(w 一 1) 的 扩张 域 和 使 得 
LA: BV—1)] =2. 

我 们 再 利用 这 一 事实 去 证 明 系 数 在 中 的 每 个 正 次数 多 项 式 在 
B( V 一 1) 中 有 要. 设 f(x) 是 这 样 一 个 多 项 式 ,B 是 加 上 的 《x 
十 1)f(xy 的 分 刻 域 ， 不 妨 设 EF 二 @( V 一 位 ， 因 为 特征 是 0 ,五 
是 全 上 的 仙 罗 瓦 域 ， 设 G 是 它 的 徊 罗 瓦 群 ,CG:1) 一 2cm, 而 是 
奇数 ， 由 西 洛 {Sylow) 定理 , G 有 2 阶 的 子 群 日 . 设 和 是 史上 
的 吾 不 变 的 字 域 , 则 | LE;A] 一 2,[ 人 :多 ] 一 m。 因 为 多 没有 麻 数 
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继 真 扩张 域 , 必 有 A 一 上,m 一 1， 内 此 ,6 一 厅 且 有 阶 2。 这 福 
的 群 是 可 解 的 。 如 有 果 。 > 昌 由 侧 罗 到 理论 筋 知 尺 包 含 (VV 一 1) 
由 的 子 域 了 使 得 1T: 出 (Y 一 1)] 一 2， 但 这 与 前 而 忆 证 明 的 结 
只 相 了 矛盾， 改 “一 1 慎 么 [有 :8 一 2 一 和 V 一 六 这 就 证 
明了 8CV 一 D) 是 (二 1JfGe) 的 一 个 分 费 域 ， 而 县 je) 在 
中 ( wW 一 1) 中 有 根 ， 因 此 ,Btw 一 1)》 是 代数 闭 能 ， 

如 果 外 是 一 个 实 闭 赴 ， 则 我 们 已 证 过 由 内 能 用 一- 种 方法 使 之 
序 化 ,定理 2 的 证 明 指 出 这 个 字 应 这 样 规定 ， 如 果 w = 所 ,8 关 0， 
出 “> 0， 国 此 ,每 个 实 闭 咸 莉 是 可 以 序 化 的 ,而 且 满 足 定 理 5 的 
条 件 (1)。 定 理 4 表明 每 个 实 闭 诚 满足 定 埋 $ 的 条 件 {2)。 上 故 有 下 
述 的 

推论 。 ”和 如果 人 必 是 实 闭 域 , 训 V 一 1 8&@, 而 且 B(v 一 1) 是 代 
数 闭 的 ， 

下 面 我 们 证 明 此 推论 的 逆 命 十 , 即 

定理 6。 如 果 由 是 一 个 域 .V 一 1 到 出 而 (VY 一 1) 是 代数 闭 
的 , 则 生 是 实 闭 的 。 

证 ” 设 四 满足 条 件 。 首 先 ,我 们 本 注意 外 [x] 中 正 次 数 不 可 
约 多 项 式 的 次 数 是 1 或 2、 设 f(x) 是 这 样 的 多 项 式 ，6 是 jw) 
合 于 9 一 机 (V 一 1)》 中 的 一 个 根 , 网 [LP (0):8]】 一 deg f(x)， 
[由 (9) :出 ] 所 [8: 旬 ] 一 2， 因 此 ,如 所 断言 的 deg f(x) 一 1 或 2. 
今 设 8 天 0 5g, 并 考 寻 多 项 式 
(2) gC) = (x et- pr at pi) 

— (x— (Cet) (rt (ot Bn). 
re pV) + (eo— Fi)?), 
其 中 i = 一 1。 此 多 项 式 局 于 Dfx], 但 由 于 土 a 土语 条 多 ,此 多 项 
式 在 B[x] 中 没有 一 次 因 式 ， 于 是 g(x) 是 两 个 不 可 约 二 次 多 项 
式 之 积 。 因 为 a 十 所 亲人 中, 逆 被 x 一 Ce 十 户 ) 整除 的 那个 不 可 
约 的 二 次 多 项 式 不 能 是 

{x— (ot BO (r+ (et B= (0 i); 

因此 ,问题 中 的 多 项 式 或 者 是 
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(x -— (oF PO 一 人 一 下) 


(x — (et PS) + (0 — Bi). 
这 丙种 可 能 都 说 明 (ew 二 PF) 中， 由 于 和 #8 是 名 的 任意 非 鼻 
元 ,我 们 证 朋 了 更 中 丁 个 元 的 平方 和 是 一 个 元 的 平方 .由 归纳 法 可 
证 外 中 每 个 平方 和 仍 是 一 个 平方 。 团 于 一 ! 不 是 息 的 -- 个 元 的 平 
方 , 故 一 1 不 是 @ 中 元 的 平方 和 , 故 @ 是 形式 实 域 。 如 果 了 是 下 的 
一 个 真 代数 扩张 感 , 则 了 疝 构 于 吕 一 @(V 一 1D)。 改 了 不 总 形式 实 
域 ; 凡 此 由 是 实 闭 的 ， 定 理 6 还 毕 
定理 5 的 推论 和 定理 6 给 出 了 实 闭 城内 下 列 性 质 刻 划 :w 一 I 
KB 和 四 (CV 一 1) 是 代数 内 的 。 我 们 也 注意 到 在 我 们 的 论证 中 
述 给 出 了 罚 一 个 旭 划 ， 积 一 个 有 序 域 是 实 闭 的 当 且 仅 当 它 满足 定 
理 5 的 条 件 忆 ) 种 (2), 就 是 说 , 划 的 正 元 在 全 中 有 平方 根 府 且 作 上 
的 次 次 多 项 式 在 中 有 根 ， 这 突 易 愉 我 们 的 结果 中 导出 ,下 面 ,我 
习 给 出 如 下 由 实 闭 域 刻 划 得 出 的 有 用 的 结果 。 
推论 。 ”如 果 P 是 域 甸 的 一 个 实 闭 扩张 域 ， 则 P 中 在 钾 上 的 
代数 元 所 成 的 子 越 4 是 实 闭 域 . 
证 , 设 8 一 了 (VY 一 1)， 则 0 是 代数 闭 的 ， 因 此 8 中 在 8. 上 
是 代 数 的 元 所 用 的 子 卉 是 代数 同 的 如果 a 二 Bio pe 


P) 属 于 T, 则 “一 PV 一 ! 也 属于 T。 因此 ce 一 二 (a 8V I 


十 a 一 BV 一 1) eT 所 以 Be fT 由 于 ,8 EP, 则 a,8€ 4 由 
此 得 了 4(V 一 1)， 因 为 V 一 18 4, 我 们 知道 4 满足 定 埋 6 的 条 
件 ， 故 4 是 一 个 实 闭 域 ， 

避 题 4 林 


1. 设 加 而 是 代数 闭 的 ,名 为 形式 实 域 ,证 月 有 8/ 音 食 有 一 个 实 闭 子 十 P/ 久 使 得 
和 PCY 一 记 ， 特 岂 地， 证 加 得 个 特征 为 的 代数 党 三 含有 实 闭 子 或 了 众生 8 二 
Hv —1). 


3. 斯 图 姆 (Sturm) 定理 这-- 节 我 们 将 得 划一 个 占 典 的 结 
pa + 


时 即 斯 谋 姬 定理 ， 它 使 我 们 能 决定 多 项 式 方 程 f(x) 一 0 在 一 个 
实 闭 域 中 根 的 精确 个 数 。 此 结果 是 后 续 内 容 的 革 础 .在 推导 中 我 
人 将 主要 采用 韦伯 在 他 的 营 作 《代数 学 教程 》(Lebrbuch der Alse- 
bra)《1898) 卷 I，pp. 301 一 313 的 论述 方法 ， 首先 需 费 下 列 基 
本 结果 . 

引 理 ，。 ” 设 甸 是 一 个 实 闭 域 ，1(x) 是 系数 在 多 中 的 多 项 式 ， 
假设 w, 8 是 名 的 元 使 得 fe) < 上 而 1(8) 之 0, 则 在 a 和 8 间 存 
在 一 个 7 使 得 KAY) 一 0, 

证 ”我们 知道 , 在 [x] 中 仅 有 的 不 可 约 多 项 式 是 一 次 和 二 
次 的 多 项 式 . 设 g(x) 一 阅 十 px 十 BE@Lz] 是 不 可 约 的 。 则 必 
须 有 岂 一 4 过 0 由 … 次 方程 的 求 根 公 式 这 是 明显 的 现 可 设 
机 一 所 一 461, 而 5 是 多 的 一 个 非 堆 元 , 且 有 


2 
(3) gCD tp tv (rt) 十 入， 


显然 ,此 公式 表 了 并 对 由 的 每 个 了 有 go) > 0， 现 设 fx), wm,8 如 
定理 所 述 。 在 名 x] 中 ,我 们 有 因 式 分 解 
£4) Ce = ptr — pr oop) lr — prjgCr) EC 
而 如 Cx) 为首 项 系数 为 1 的 不 可 约 二 次 多 项 式 。 设 没有 一 个 ps 
在 a 和 8 之 闻 ， 则 对 每 个 i & 一 p; 和 一 pi 的 符号 入 同 (二 省 
为 正 或 岗 省 为 鱼 )。 六 为 可 (>>0 和 gC) > 0(l 所 1 和 站 ， 
由 此 得 fg) 和 H8) 有 相间 的 符号 ,这 与 题 没 矛盾, 施 有 一 个 pi 
在 & 和 8 之 间 ， 证 毕 . 

设 由 是 一 个 实 所 域 ,fFCx) 是 一 个 悉数 在 理 中 的 正 次 数 的 多 项 
式 , 按 韦伯 的 说 花 , 称 多 项 式 序 询 
(5) hlr) = fx), fr), fy 
为 多 项 六 fs) 关于 区 间 [a,8]( 即 a 所 + 所 有 的 斯 放 姆 序列 ， 
如 果 fitx) € GB[x1 且 满足 下 述 条 人 性: 

(0) (x) 在 Le,Pj 中 没有 根 . 

(Ci) ja 后 08) 天 0. 

Qi) 如 时 elesp] 是 Cx》 的 一 个 很 ;0< 之 s, 则 
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六 YY 

fir) ”如果 7) 一 076[e,8， 则 存在 区 间 7 < 上 < 了 7 
和 7 二 x 所 7; 使 得 对 第 一 个 区 向 的 > 有 思 Cs)PCxs) < 0， 对 第 
二 个 区 间 的 x 有 (Dh(x) > 0。( 总 之 ,， lx) 有 (x) 在 上 一 了 处 
是 * 的 增 函 数 。) 

我 们 要 对 有 不 同根 的 任意 多 项 式 证 明 这 种 序列 的 存在 性 ,但 
首先 我 们 要 看 一 看 如 和 何 利用 这 种 序列 来 决定 fCx) 在 开 区 全 (ec 有 
( 基 g < xs 的 内 根 能 个 数落 谍 惠 中 元 的 序列 
(6) plod fle),s esto), flB), fi(B), fp) 

的 变 号 数 , 如 果 7 一 7,,7;,"…,Ya} 是 鲁 中 非 零 元 的 有 限 序 列 ， 
则 定义 了 的 变 号 数 为 使 得 YYyit < 和 的 之 个 数 (1 所 i 各 
一 1 了, 着 7 一 {YY;,……,Ym}) 是 更 中 元 的 任 一 序列 , 定义 ? 
的 变 号 数 汐 去 挤 ? 中 的 后 得 到 的 简 缩 序列 的 变 号 数 ， 例如 
{1,0,0,2,—1,0,3,4,— 2} 


有 三 个 变 号 数 , 

于 是 我 们 可 以 氢 述 

定理 7、 设 f(x) 起 -个 系数 在 实 渍 域名 内 的 正 次 数 多 项 式 ， 
hr) 一 了 x) ,f(x),-…, 志 (x) 是 fx》 关于 区 间 [a，8] 的 斯 图 
姆 序列 , 则 f(x) 在 《a,86) 中 不 同根 的 个 数 为 Vs 一 Vy 而 :一 
般 表示 序列 {ho(7Y) ,有 (7Y),… ,LY)} 的 变 号 数 ， 

证 ”把 区 间 [a,8] 用 给 定 的 斯 图 姆 序列 的 多 项 式 J,(x) 的 根 
分 成 子 区 间 ， 于 是 有 序列 & 一 ow 世情 ,使 得 没 
有 一 个 f(x) 在 〈ewserr0 中 有 撒 。 选 择 mw 6E (mt 0)，1 所 1 


< 和 (le = 二 art+%)), 并 设 Ve 是 序列 {fi (oa), i 一 
0.1, 的 变 号 数 ， 显然 


m—1 
Ve Vr 了。 一 了。 十 SCVe 一 了 e+) 十 Te — Vy, 
1 


故我 们 尝试 计算 也 一 Voi, Vo 一 Vpo 了 一 Vs 的 值 ， 我 们 知 
道 ho 取 0，h(P) 产 0,(as) 二 0，fs(e) 关 0。 首先 候 设 没有 
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Fla} 一 00 < 了 心 s, 史 | file) fo 3 对 太一 0 因为 
否则 由 引 理 知 和 (x》 之 一 在 《&,a) 中 有 根 ,但 这 与 区 间 t{&,, os 
的 性 质 矛 盾 ， 故 对 所 考虑 的 情形 有 Vs 一 Va， 其 次 ， 对 某 个 f， 
0 和 1 二 六 设 fo) 一 0 对 由 《ii) 知 ite) :finte) < 之 0, 
于 fw) 和 各 f(x) 夺 (ee 中 没有 根 ,得 到 f(a)fiite) > 
0 和 je je 之 9。 因此 (en) fen 和 0。 由 此 得 知 
fe) 0, fnte) 和 天 eof HN 对 7。 和 Vs 产 
生 相 辣 的 变 号 数 , 考 虚 一 其 了 后 可 见 Vs 一 Vs 一 0。 类 似 的 讨论 
表示 Fo 一 Va 一 0。 同样 的 讨论 还 可 证 明 ， 和 如果 aitl 筷 1 所 
一 D 不 是 f(x) 一 (x) 的 根 ， 则 又 有 Va 一 V2 一 0, 剩 下 
的 是 考虑 当 He = 二 01 所 i 所 一 1) 时 前 情况 。 由 《iv) 和 
机 的 选择 有 (of{m) 和 0 和 holed)f(oirn) > 0。 og 
f(a), hoan) 没有 变 号 时 序列 fo(w)， J(w) 有 一 个 变 号 ， 
述 论 泪 表 朋 : 如 时 了 > foe), Fo Ta 和 ey 
pet)，frrtain) 有 相同 的 变 号 数 ，、 政 若 fa) 一 0 则 Ve’ 一 
Fe 一 1， 因此 ， 我 们 证 明了 根据 fw) 关 0 或 fee) 一 0 有 


+ 


Fe 一 Te 一 0 或 1. 故 


了 二 下 ov — Vs 


Fe 


[| 
Vo— Vi= Ve V+ DV — 
1 


是 使 得 6) 一 0 的 or 的 个 数 ， 

现 设 几 *) 是 一 个 任 次 多 项 式 。 定义 f(x) 的 标准 序列 为 
js = x) fs) = fOr) (fx) 的 形式 导数 )， 
h(x) 一 gitx)fhtw) 一 hw), deg fa < degf 

C7) ， 
f(D = gO 一 Ji), degfir: < degh 


fs (x) = gO 
因此 上 (x) 是 通过 将 求 f(x) 与 了 Cr) 的 最 商 公司 式 的 银 转 相 除 
法 加 忆 修 改 而 得 说 的 。 此 法 每 步 末 尽 的 岁 项 式 是 将 除法 和 过程 中 所 
得 的 余 式 取 俩 号 的 缚 时 ， 异 然 jtx) 是 1C7) 和 f(x) 的 最 高 公 


人 


导 式 ,而 有 还 是 一 切 拓 (x》 的 因 式 .于 是 设 g(x) 一 太 (所 C 一 
并 冀 察 序 硬 
(8) Bm) BF), BCe), 
我 们 着 年 证 明 此 序列 是 gtx) 关于 任 一 个 使 tw) 9， 和 ( 册 
去 0 的 区 间 Le,8] 的 斯 图 姆 序列 。 显然 斯 图 姆 序列 定义 中 的 
(Gi) 是 满足 的 . 由 于 g(x) 一 1， 人 也 是 满足 的 ， 用 f(x) 除 
(7) 中 的 多 项 式 得 关系 式 让 -Cg] 一 人 CS 的 一 中 Ha 二 
二 5， 假设 (7) 一 0, 则 or) 和 0 和 SC7) 天 四 ,因为 语 
则 此 关系 式 琉 阴 将 从 某 一 个 起 所 有 的 E&Y) 二 0, 此 与 Cw) 一 
1 了 矛盾， 因此 giAY 8in(Y) 关 0， 而 且 由 于 8j_(Y) 二 (7) 
(7Y) 一 名 TD) 一 一 897Y)》 得 g(tY -A(7Y) <0， 故 (和 
成 立 ， 现 设 Y 在 [ae, 人 中 有 g(Y) 一 0。 则 x)=(x 一 7) 有 x)， 
er0 BCY)AO 和 Fr) rr) 十 ex 一 
Yr)， 而 EE Cr) 一 (x 一 7 了) 有 (rz)， 其 中 7Y) 关 0， 因 
Bx) 一 下 (xy 其 中 EC 天 0， 丰 人) 一 衣 Cw)m Lx}。 由 这 
些 关 系 式 得 
(9) gr mr 一 YI HY) 0, 

gr = {r+ — Ym(r) + oll), 
那么 By 一 efy) 二 0， 现 选择 一 个 区 间 [7 4,7;], 使 会 于 
其 内 部 ,而 且 在 [7Y;,Y4] 中耕 Me 到 0, 与 8.x) 天 0 则 由 引 
理 得 gxy 利 Cx) 在 [71, 72] 中 或 者 均 为 正 或 者 均 为 负 ;, 因 痪 
在 Ey7 7Y3] 中 有 8 之 0， 夏 tx) 的 ) 生 (x 一) 
“Coitx) 与 zx 一 了 在 [yy 中 有 相同 的 符号 ; 即 在 7 委 *<yY 
肝 :8ofKs7EgiKzD < 0 而 在 7Y<x 近 7 时 :80 人 gs) > 0。 这 表 
HH {ivy) 成 立 , 因 此 (3 是 gtx》 的 斯 图 姆 序 询 ， 

如 果 f(x) 没有 重 根 ， 则 1 可 作为 f(x) 和 Ps) 的 最 高 公 
因 式 ， 因 而 序列 {Cx) ,有 Cr) ee] 与 {gw), gx) 
gx)} 相差 一 个 外 中 的 非 零 因 子 ,所 以 序列 Cx) 是 fx) 二 h(x) 
的 斯 图 姆 序列 ， 和 如果 f(x) 有 重 根 , 则 标准 序 询 《7) 对 于 包含 一 个 
重 根 的 区 间 不 会 基 靳 风 姆 序列 ,尽管 如 此 ,我 们 仍然 可 以 划 标 准 序 
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列 去 决定 大 sz 在 《es 个 中 的 不 国 根 的 个 数 . 这 就 是 斯 国 姆 定 
环 的 内 容 

斯 图 姆 定理 。 设 f(x) 是 任 一 系数 在 实证 域 到 内 的 正 次 数 
多 项 式 ,{j(s) 一 于 (一 了 Cs Fe 是 ftx) 的 标准 
序列 (7)。 和 假设 [ce:8] 是 使 fo) 天 0 天 8 过 0 的 一 个 区 间 ， 则 
ftx) 在 [a,8] 内 不 同根 的 个 数 为 Fe 一 Vp, 这 里 Vy 表示 {jh(7)， 
7),… ,fA《Y)} 的 变革 数 , 

证 设 gC) 一 所 Ce)jtr)” 如 上 规定 ,如 果 不 计 重 数 , 多 项 
式 Jw) 和 gtx) 在 (w,8) 中 有 相同 的 根 (§1.6, 习 题 的 第 7 题 )， 
由 于 序列 {8;(x)} 是 golx) 的 斯 图 姆 序列 ， 则 这 些 根 的 个 数 为 
Vtg8) 一 Pig) 这 里 Vy(8) 是 (8.(x)} 的 变 号 数 。 因 为 

下 (7 = gH) 和 天 (ay A Of(P) 天 0， 

显然 有 Fefg) 一 Ve Vet8) 一 Ve。 因此 Fs 一 Vs 是 fx) 在 
(a,8) 内 不 同根 的 个 数 ， 

我 们 知道 fx) = 二 x 十 gx 十 十 4 在 名 内 的 根 是 在 
区 间 [ 一 对 ,好 ] 内 的 ,而 M 二 maxtly|al 十 |a| 十 …: 十 1461) 
《5$1: 习题 的 第 3 题 )， 若 我 们 设 二 一 1 十 Tel 十 十 cs， 则 
fz) 在 名 内 的 概 在 《一 gi) 内。 如 果 有 Cw) 一 (Cw), 有 Cx) -…， 
tx) 是 f(x) 的 标准 序列 (7), 则 fx) 在 更 肉 根 的 个 数 为 F_。 一 
Fa 这 里 Vr 是 hy)Ph7) 7) 的 变 号 数 ， 这 就 得 到 
了 决定 Hw) 在 中 中 根 的 个 数 的 一 种 构造 方法 。 有 时 使 用 界 ? 代 
替 中 更 好 一 些 , 这 里 人 是 a; 的 一 个 多 项 式 . 为 此 吾 的 ,我 们 注意 
到 1 十 之 el， 所 以 可 以 取 9 一 1 十 立 人 1 十 的 一 人 十 1 
十 之 4。， 则 在 理 内 的 根 均 洲 在 《一 939)》 中 。 


习 题 48 


在 下 碟 各 题 中 全 向 为 实 闭 域 . 
1. 证 明 顽 杀 《Rolle) 定 坪 : 如 果 六 x》& 吉 [x] 在 名 内 有 根 cx， 有 ， 则 存在 + EE 鱼 ， 
XY 使 得 f(7) 一 0， 
2. 证 明 多 项 式 的 中 值 定理 如果 xs 有 则 存在 一 个 7> ga <7 必 BB 使 担 (8) ~ 
Fa) = {RB 一 of C7). 
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3 证明 天 sz) 在 任 一 闭 的 有 限 区 | 邮 [a,3] 上 有 投 坟 民 ， 

4. 布 丹 《Budan》 定 理 》. 设 fx》 有 次 数 as & 之 8 在 吕 内 但 均 不 是 六 x》 的 根 ， 
到 ， 表 过 序列 蕊 37Cr7 sr) 的 变化 数 ， 证 明 Wo 一 瑟 ; 比 Ax) 在 刍 内 器 
于 CaP) 航 根 的 个 数 ( 计 及 眼 的 重 数 ) 多 一 个 非 负 人 得 数 。 

5. 由 第 4 题 得 笛 卡 尔 《Peseartee] 规则 : 设 基 ft) 二 ox 二 r+ 
eyei 第 050 吓 ， 设 P 甫 示 序列 《aoy fy。…o4r) 的 变 号 数 . 证 明了 比 
fCxY 的 候 根 个 数 C 守 下 根 的 重 数 ) 名 一 个 韭 负 侦 数 . 

4 有 序 域 的 实 闭 包 ”我 们 知道 每 个 形式 实 域 均 能 嵌入 一 个 实 
闭 域 中 ， 转 别 , 这 可 用 于 有 序 域 .现在 我 们 将 证 明 , 如 果 B 是 一 个 
有 序 域 , 则 存在 旬 的 一 个 实 闭 代数 扩张 域 A, 使 A 的 (唯一 ) 的 序 是 
@ 的 序 的 扩张 。 此 外 ， 我 们 将 知道 和 在 本 质 上 是 唯一 的 。 为 了 证 
明和 的 存在 性 ,我 们 需要 下 述 的 

引 理 ， 设 $ 是 一 个 有 序 域 ,0 是 名 的 代数 闭 包 , 是 019 的 
子 域 ， 它 是 添加 钊 的 正 元 的 平方 根 到 加 而 得 到 的 ， 则 是 形式 实 
域 . 

证 , 假设 在 B 中 有 关系 式 35 一 0， 则 5 包含 在 形 如 
Q( V 了 ,YY 色 ，…sV 8) 的 有 限 维 扩张 城内， 其 中 Bi 为 名 的 
正 元 ， 因 此 ,只 要 证 明石 的 每 个 子 域 BV PB, Vv BV PB)， 
B: >> 0 是 形式 实 盛 就 通 了 ， 我 们 对 子 域 的 维 数 用 归纳 法 来 证 明 : 
对 此 ， 证 明示 面 上 更 强 的 命题 是 方便 的 : 对 中 的 ,> 0 和 
BY Bi VB) 中 的 号 ;如果 7 由 一 0, 则 等 个 各 一 
0， 因 为 名 是 一 个 有 序 域 ,对 于 旬 玉 说 ， 这 点 是 显然 的 ， 假 设 对 于 
维 数 比 了 一 了 ( VB,…,V 8&) 低 的 给 定形 式 的 于 域 命 题 成 立 ， 
可 设 TH = @(Y 所,…sY 所 -1)， 而 对 互 结论 成 立 。 于 是 设 
ET — OE ET Or B, 记 Fmt bv pp, yi be 
末 , 则 E70 + E87 + ET mE Bb, 一 0. 由 Fv 8 ¢ HH, 
E77; 一 0 族 EY 二 387 = 0 由 Yi BYiE BY ,> 
QO; 0 和 Nib H, 则 每 个 sy 和 $$; 一 0 有 从 而 每 个 去 一 
0, 故 结论 对 了 也 成 立 . 

定义 4 设 加 是 一 个 有 序 域 ， 册 别 的 一 个 扩张 域 和 A 称 为 名 的 
一 个 实 闭 包 , 如 果 (1) 和 是 实 打 域 ,(2)A 生 @ 上 是 代数 的 ,(3) 人 的 
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序 是 外 的 序 的 一 个 扩张 ， 

现在 我 们 可 证 阴 下 述 的 基本 结果 . 

定理 8， 每 个 有 序 域 下 都 有 一 个 实 闭 包 . 如 果 旬 和 名 是 
得 序 域 ,A,As 分 别 是 它们 的 实 团 包 , 则 @， 到 BP， 上 的 尾 一 序 同 
构 均 能 准 一 屯 扩张 咸 A 到 As 上 的 同 构 ， 且 此 扩张 是 一 个 序 同 
恼 . 

证 设 几 是 一 个 有 序 域 ， 台 是 征 的 一 个 代 煞 六 包 。 进 瑟 是 有 
”的 子 域 ， 它 是 添加 名 的 一 勺 正 元 的 平方 根 到 囊 上 得 天 的 ， 出 EE 基 
形式 实 域 ， 如 是 的 一 个 代数 闭 包 。 我们 已 经 知道 字 在 818 的 
一 个 实 缠 子 域 和 (定理 3)。 设 BE ,8 > 则 8 一 由 peEA。 故 
企 和 中 > 0， 那 么 A 中 的 序 是 更 的 序 的 一 个 扩张 ， 因 此 衬 是 更 
的 一 个 实 闭 包 . 

其 次 设 Bi{i 一 1,2) 是 有 序 域 , Ai 是 B; 的 一 个 实 闭 包 ，c 
全 区 是 独到 多 于 的 一 个 序 同 构 。 我 们 希 望 把 给 定 的 同 构 扩 
张 成 A 到 As 上 的 疝 构 。 首先 注意 ,如 果 ftw)€ [fx], 则 x) 
和 它 在 a -> 5 之 下 的 象 Ts) 分 别 在 A 和 A 中 根 的 个 数 相 
同 。 我 们 知道 在 ,中 存在 > 0 使 得 fx) 在 A 中 每 个 根 含 于 
(一 4) 中 ， 而 且 由 斯 图 姆 定理 知 、Ks) 在 A 中 并 洲 在 区 间 
(一 6 有 中 的 根 的 个 数 , 也 就 是 信 ) 在 A 中 根 的 总 数 等 于 了 _* 一 
VV， 这 里 PV， 是 f 的 标准 序列 (7) 在 7 处 的 变 号 数 ， 由 于 了 的 标 
准 序 列 含 于 久 [x] 电 ， 所 有 这 一 切 对 jx) 和 A 亦 成 立 。 效 
Fas) 在 Ai 中 根 的 个 数 与 Ks) 在 A， 中 根 的 个 数 相同 。 其 次 
注意 ,如 果 下 一 fpspa ps 是 A 的 一 个 有 限 子 集 , 则 存在 
全 /于 中 包含 三 的 子 正 PF 和 [到 As 站 的 “人 同 构 rt， 它 是 
CE 多 扩张 上 使 得 ; 若 p< 和 pp , 则 Pi 

为 此 , 令 f(x) 是 名 [x] 中 的 一 个 多 项 式 。 使 元 pil1 所 
Vi 0 志 j sm 一 1 上) 为 j(x) 的 部 分 根 .我 
们 注意 到 由 于 A， 是 实 闭 域 机 pirt 一 pi 证 0, 央 此 有 ce A ( 宏 
于 2 的 正明 )， 设 IT 基 鲁 , 的 由 fx) 在 A 中 的 根 生成 的 有 限 
维 扩张 , 则 也 = 多 (外 )， 而且 大 gkx》 是 名 在 下 上 的 最 小 多 
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项 式 ,那么 E(x) 在 A 中 有 一 个 要 有， 我 们 有 一 个 站 到 名,(6,) 
上 的 同 构 使 得 ef 一 ,cE 人 名 ,而 电信 一 各 则 pin 一 pi 于 (pin 
一 pp 一 (er 之 0, 硫 在 A 中 如 所 要 求 的 那样 有 pi 所 pi < 
“5 现在 如 下 定义 A 到 A; 夫 的 一 个 映射 I: 设 吕 是 各 
的 一 个 元 ,h(x) 是 PP 在 于 上 的 最 小 多 项 式 . 设 上 Ke) 在 和 中 
的 根 为 pp 之 py 过 一 志 pms 并 设 px 二 Pp， 则 中) 让 As 中 恰 
有 了 柬 个 根 记过 ppny 并 令 各 一 成 显然 m1 一 上 ,0 
起, 并 易 知 1 是 1 一 1 的 和 满 射 的 ， 我 们 断言 ,车 pae A， 则 (e 
oT p07,Cp0) ?一 p707, 内 而 和 4 起 A 到 Ai 内 的 回 构 ， 
是 a 一 a 的 扩张 设 F 是 A& 的 一 个 有 限于 集 , 它 包含 p,0sp 十 
5 和 pa 在 种 上 最 小 多 项 式 在 A 中 的 根 ， 我 们 已 知 存在 一 个 
多 上 包含 的 Ai 的 子 域 Tf 和 各 存 不 一 个 攻 到 加 内 妃 为 a 一 a 
的 扩张 的 能 保持 中 元 的 序 的 同 构 ,与 前 面 一 样 ， 设 #(*) 是 P 
在 名 上 的 最 小 多 项 式 , “并 设 挛 志 记过 … 苹 po 是 Ax) 含 于 
A 中 的 根 , 刚 py ,而且 pi 寺 pp 下 pi) 一 了 ,并 
出 ?的 定义 得 p? 一 p"， 类似 地 有 二 op 十 0 一 (p+ 0) 
《pr 六 一 (pa 因为 + 是 一 个 同 构 ， 巾 此 得 (p 十 0 二 gp? 十 
opz)1i 一 pro7， 所 以 1 是 A 全 As 上 的 一 个 同 构 ， 六 且 还 是 给 
定 的 下 到 @ 上 上 的 同 构 的 扩张 ， 现 这 和 是 各 到 As: 荆 的 任意 疝 
构 , 因 为 六 把 平方 旺 成 平方 。 显 然 人 是 个 序 同 构 ， 再 设 季 是 映射 
cz 一 二 的 扩张 设 pf Al 和 二 和 和 pr 是 P 在 名 ,上 的 厂 
小 多 项 式 hj) 在 Ai 内 的 根 , 则 p? 过 之 <p 蚌 8 了 Cw) 在 
上 内 的 根 ,由 此 和 餐 p* 一 久 。 故 扩张 下 是 唯一 的 ， 证 毕 . 

如果 A, 和 A; 是 给 定 有 序 城 香 的 两 个 实 闭 包 ， 则 更 上 的 恒 等 
映射 可 以 扩张 成 A 到 A; 下 的 一 个 序 同 构 ， 在 此 意义 下 ， 实 闭 包 
是 等 价 的 , 基 此 我 们 可 以 说 "更 的 实 闭 包 ”。 


习 题 妇 


1. 设 各 是 一 个 有 序 城 ,1 是 一 个 扩张 域 。 计 得 关系 式 了 7} 二 0 仅 当 每 个 £1 = 
时 才 成 立 : 这 里 ?， 是 更 的 正 抱 车,E 二 ， 证 明 可 以 把 4 有 序 化 ， 并 使 它 的 序 尾 中 的 序 
移 一 个 扩张 ， 

277 + 


2. 设 甸 是 个 有 序 域 ,4 是 一 个 实 闭 扩张 堪 其 序 是 加 的 序 的 一 个 扩张 。 证 明 4 包含 惠 
的 一 个 实 闭 包 
5. 实 代 数 数 ”我 们 知道 有 型 数 域 R。 有 一 个 唯一 的 序 ($1， 习 
题 的 第 1 题 )。 此 有 序 域 有 一 个 在 同 构 意义 下 唯一 确定 的 实 闭 包 
ho 我 们 将 称 R, 人 An 人 显然 2 一 A 


现 设 co 是 有 坦 玫 上 的 一 个 限 维护 张 城 ， 则 若 = 
二 [了 ; Ro] ,我 们 有 = 个 不 同 的 FAR。 到 Gy Ro 内 的 同 构 上 映 叶 . 这 
些 同 构 由 映射 0 一 (1 过 ?过 #) 所 决定 ,其 中 {6 0，8.] 
是 9 的 最 小 多 项 式 g(x) 在 Q, 内 根 的 案 。 设 外 ,9,,，…,0. 是 属 
于 As 的 那些 8， 我 们 将 称 这 些 8 为 8 的 实 共 施 ， 如 果 8 没有 实 
共 轿 ,我 们 约定 * = 0。 设 ri(1 扫 1 二 站) 是 PVR 到 As/ Ro 内 
的 同 构 使 95 = 8, 则 Ra(e)EAs 的 序 由 Au 中 唯一 的 序 所 决定 ， 
并 给 出 的 一 个 序 ， 对 pe T, 规定 2 之 0 当 且 仅 当 p5 > 0. 我 
们 将 把 工 的 这 个 序 看 作 是 由 mr 所 决定 的 序 ， 现 设 T 有 全 意 序 ,A 
为 了 关于 这 个 序 的 一 个 实 闭 包 ， 因 为 在 Ra 上 是 代数 的 ,显然 A 
是 Rs 的 一 个 实 闭 包 ， 所 以 ,我 们 有 A/R。 淹 Aof R, 上 的 一 个 序 
同 移 *。z 在 T 上 的 限制 与 +; 中 的 某 一 个 重合 ,显然 ,给 定 的 工 的 
序 由 决定 的 序 相 同 。 最 后 , 设 r, 和 z 决定 工 的 相同 的 序 , 则 有 
一 个 Re) 到 R,(9;) 上 的 保 序 同 构 使 得 9: 一生。 因为 A 是 
R94) 和 Ro(61) 的 实 闭 包 , 由 定理 3， 存在 As 在 R 上 的 一 个 自 
闻 构 使 9, 对 应 页， 另 一 方面 , 因为 A 是 的 一 个 实 闭 包 ， 定 湿 
8 还 表明 恒 等 映 射 是 A 在 R, 上 仅 有 的 自 同 构 。 故 必 定 有 9 一 
9,， 这 些 结果 建立 下 述 的 

定理 9。 设 T 是 有 理 数 域 的 一 个 有 限 维 扩张 ， 则 了 的 不 同 序 
的 个 数 与 T/R， 到 实 代数 数 域 _ A/ R。 内 的 同 构 的 个 数 相等 , 

特别 ,的 不 同 序 的 个 数 不 能 超过 [T: Rs] ,而且 一 Ro(9) 没 
有 序 当 日 仅 当 8 关于 R, 的 最 小 多 项 式 没有 实 根 。 即 看 As 凯 没 有 
根 ， 

现在 我 们 应 用 此 结果 去 得 到 希 尔 伯 特 和 兰 道 定理 ， 该 定理 给 
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到 了 了 一 Re 为 代数 元 ) 的 元 为 此 域 中 元 的 平方 和 的 充分 必 
要 条 伞 。 首 先 , 设 各 为 尾 一 个 特征 关 2 的 域 .而 且 如 在 4 中 一 样 , 令 
2( 人 加 ) 是 下 的 形 如 Zo 的 元 之 子 集 ,muE 人 名。 其 次 , 我 们 引进 下 述 
定义 。 

定义 5 称 域 的 一 个 元 为 全 正 的 。 如 果 在 这 个 域 的 每 种 序 
中 > 盖 由 

特别 ， 对 没有 序 的 域 应 理解 为 其 每 个 元 都 是 全 正 的 .因此 , 非 
形式 实 域 的 每 个 元 是 全 正 的 ， 我们 有 下 述 的 一 般 准 由 

定理 10、 设 和 下 是 一 个 特征 关 2 的 域 ， 则 名 的 元 pt 关 0) 在 当 
内 是 全 正 的 当 上 旦 仅 当 5 是 生 的 元 之 平方 和 . 

证 ”如果 14sp 一 53of 则 显然 在 外 的 每 个 序 中 有 p 之 0。 反 
之 , 设 关 震 0 在 生肉 不 是 平方 和 , 令 台 是 多 的 一 个 代数 沁 包 ， 并 稚 
号 呈 /@ 的 子 域 的 集 麻 , 在 其 中 PP 不 是 平方 和 ,该 集 洪 包含 省 是 
为 归纳 集 ; 因此 它 什 有 一 个 极 太 元 P， 于 是 了 是 形式 实 域 ;否则 ， 
$1 的 引 理 表 明 P 的 每 个 元 是 平方 和 ,但 已 知 5 在 P 内 不 是 平方 和 . 
政 P 能 序 化 ， 其 次 ,注意 到 一 p 在 了 内 是 一 个 平方 元 素 。 否则 ,可 
得 域 P( V 一 P) 在 妇 内 ,而 且 此 域 真 正 包含 P， 因 此 在 此 域 中 , 必 
须 有 。 = 38&, 十 一 Pp 六 ,£7 在 PP 内， 这 就 得 到 p 一 下 ;一 
p20 一 2 (BEY 一 p)， 由 此 得 325 一 0, 那么 p(1 十 EX) 一 
25， 疏 由 了 的 形式 实 性 得 1 十 Zw 天 0; 故 出 $1 的 引 理 得 ; 在 
内 pp 二 (287)(1 十 29) 是 平方 和 ,这 了 矛盾 于 下 的 选择 ,因此 我 们 
有 一 p 一 饭 ,f EP， 出 此 得 出 在 P 的 每 种 序 里 一 p 六 0,p 之 0. 央 
为 P 了 可 以 序 化 ， 故 全 中 的 诱导 序 给 出 了 名 的 一 个 序 ， 在 此 序 中 p 
< 和 因此 ”不 是 全 诗 的 ， 

由 这 个 准则 和 在 前 面 关于 有 理 数 域 移 有 限 维 扩 张 中 序 的 形式 
所 得 到 的 结果 容易 推 得 下 述 的 

定理 11 {项 尔 伯 特 - 兰 道 )。 设 T 是 有 理 数 域 和 的 有 限 维 扩张 
域 ,rra TA(? 全 0) 是 TIR。 划 实 代数 数 域内 不 同 的 局 构 ， 
则 工 的 元 2? 关 9 是 内 元 的 平方 和 当 且 仪 当 oz > 0, 对 i=1， 


了 


习 题 弛 


1 .和 渴 台 是 一 个 右 序 域 ,4 是 名 上 的 一 体形 式 实 城 ， 沿 P 二 44 的 一 个 元 , 它 丰 能 号 为 形 

式 
所 103 BE Bi 宇 0, Br€ , 
1 鲜于 转 太 的 域 ， 证 明 存 在 革 的 一 个 代 冤 扩张 TF， 心 在 了 中 不 能 写成 (10) 的 形式 
{5&1EP), 但 如 在 呈 狗 主 个 真 代数 扩张 了 中 吝 这 个 形式 ， 证 阴囊 的 每 个 正 元 性 光平 
方 元 ,因此 ?在任 一 P' 祷 P 中 是 一 个 六 方 和 ,FP” 在 P 上 是 找 数 的 ，, 证 明 是 搓 半 成 ， 
侧 芷 了 四 的 序 足 种 在 序 的 一 个 扩 六 .证 阴 对 于 了 的 席 有 2 之 0， 由 此 证 卫 下 述 定 理 ; 
并 的 一 个 元 六 在 4 中 有 形式 C1) 条 六 分 必 晓 玲 性 必 : 对 半 的 每 个 扩张 更 的 序 来 说 ， 祁 
有 p00. 

2, 设 得 是 一 个 有 上 计 域 ， 公 是 重 的 实 闭 但 ， 丁 量 严 的 有 际 维 扩 线 ,证明 下 述 定 理 4 的 
洪 广 : 如 果 r 是 工 | 是 刘 全 [多 内 的 同 多 的 个 襄 ， 划 * 是 把 外 的 序 扩张 成 和 的 序 之 广 
法 的 个 数 ， 

6. 正定 有 捏 芍 数 ”项 尔 伯 特 在 1900 年 巴黎 数 学 家 代表 大 会 
上 的 致词 中 所 提出 的 问题 之 一 如 下 : 设 0Q 是 + 个 变 最 的 有 琶 系 数 
的 衣 理 函数 ， 它 对 于 一 切合 如 有 定义 的 实 的 《年 ，…:，s) 都 有 
号 5] 之 0 问 : 叱 必须 是 有 理 系 数 的 有 理 尊 数 的 平方 和 
吗 ?? 有 理 系数 的 有 理 涵 数 是 指 - 一 个 有 映 壬 (5,0,， 一 
其 中 O(n,'…*,xn) 是 未 定 元 x 的 具有 理 系 数 的 有 理 
表达 式 . 如 的 定义 域 是 使 2fmy xs)》 的 分 母 不 为 去 的 实 的 = 
元 组 (8 的 集 ， 1927 年 阿 竹 对 项 杂 伯 特 癌 题 给 出 了 一 
个 上 背 定 的 男 答 , 计 证 明了 下 述 更 强 的 后 末 。 

定 捏 12 ( 阿 廷 ).。 设 更 是 一 个 实数 的 或 ( 是 通常 实数 域 的 一 
个 子 域 ) ,有 唯一 的 序 , 并 设 台 为 系 狂 在 下 中 的 有 理 国 数 , 它 是 有 二 

凑 0。 则 台 是 系数 在 且 中 的 有 昌 瑚 数 的 平方 和 ， 

潢 是 条 性 的 域名 之 例 于 是 ， 有 了 理 数 域 ， 任 一 个 实数 的 实 闭 子 
域 ,一 切实 数 的 感 ， 如 皖 我 们 取 外 是 这 些 域 的 第 一 个 ,出 阿 廷 定理 


1 这 是 著名 的 希 尔 但 竺 第 17 问题 ， 参 在 D。Hilhertys 数 学 亲 题 *- 栽 Gatingcr 
Nachriehten，]900，p， 2834 i Gosammelte Abhandlungen, Yol. 3， p. 317。 
苦 者 证， 
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给 出 了 一 个 较 项 人 尔 但 畦 当量 的 还 上 要强 的 结 玉 . 设 多 如 定 理 所 设 ,党 
证 城 @() = @(n tn 其 中 为 未 定 元 ,系数 在 多 中 ， 
此 域 是 形式 实 域 (51, 习 本 的 第 4 题 )。 根 据 定理 10, 在 @$(xi) 中 
Q(x xa) 二 上 是 此 城 的 元 的 素 方 入 兰 卫 仅 当 对 gz) 的 每 
种 序 都 有 0 > 0。 因 此 , 知 果 我 们 能 让 上 明 ,* 著 0 关 0 是 有 理 正 
定 的 , 则 对 @(w)》 的 每 种 序 均 有 9 > 0 就 能 推出 定理 12， 这 可 
由 下 述 定理 推出 . 

定理 好 设 和 是 一 个 洋 数 的 威 ,和 (zi) 于 四 (5) 为 1 
个 未 定 元 x 的 系数 在 下 中 的 有 理 趟 的 域 , 并 设 给 定 B(x;) 一 个 
序 , 它 是 @ 作 为 实数 域 的 -一 个 子 域 的 序 的 扩张 ， 设 (x -x,)， 
x) 中 元 的 一 个 有 限 集 ， 则 存在 一 个 有 
理 # 元 组 (41,--…,4,) 使 得 对 于 每 个 六 1 委 了 委 下 用 (Co 
在 以 下 意义 下 有 相同 的 符号 ，f(4,… 44) 诗 0 根据 名 (x,) 中 给 
定 的 序 方 寺 0 而 定 ， 

假设 比 结 时 成 立 并 设 甸 如 定型 12 所 孙 。 设 0 关 0 是 (x1) 
的 一 人 元 , 它 不 是 @(x) 中 的 平方 和 ， 则 存在 @(xy》 的 一 个 序 对 
此 序 有 0 过 0。 因为 @ 仅 有 一 个 序 , 则 @({xi) 的 序 是 甸 的 席 的 扩 
张 ， 收 定理 13 给 出 一 个 集 (a1) ,a， 为 有 型 数 , 使 得 (ai) 二 0. 
山名 不 是 有 理 正定 的 ， 因 此 我 们 知道 ,如 果 吕 是 有 理 正定 的 , 则 它 
革 @(x) 的 元 的 平方 和 ,而 这 就 是 阿 廷 定理 . 

在 作 了 某 些 必要 的 准备 工作 之 后 , 我 们 将 对 x 的 个 数 # 用 归 
钠 法 来 证 琢 定 理 13: ”如 果 一 0， 此 结果 是 显然 的 ， 因 为 此 时 
Gx;) 一 玉 ， 即 此 函数 刚好 是 澡 景 函数 。 剩 下 米 的 是 证 明 归 纳 步 
又 ， 于 是 我 们 假定 结果 对 (x,… ,xs) 是 对 的 。 要 证 明 结 果 对 
@(x -zyy) 也 成 立 ,其 中 7 是 一 个 另外 的 未 定 元 。 又 将 看 到 ， 
在 本 质 上 ,考虑 系数 在 下 (o) 由 > 的 多 项 式 就 足够 了 . 设 Fi(xiyy)， 
ry]， 则 我 们 称 含 Y 的 多 项 式 的 这 个 集 的 性 


(zi) 的 集 使 得 省 《(44,-… a) 是 任 一 个 皮 理 # 元 组 ,对 此 4 元 
组 ps ,bs 是 有 定 闵 的 ,| 血 苇 bil 4 ) ls&! 所 上 直 ,与 中 看 相同 
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的 符号 (对 王 8(*) 中 基 一 给 定 的 序 ), 则 所 有 Fi(x;, 7) 的 系数 
在 (42*'*,4a) 上 是 有 定义 和 的， 而 且 多 项 式 Fe yj Pk 
《easy) 有 性 质 P， 头 于 可 特殊 化 的 性 原 需 要 两 个 结果 , 我 们 将 它 
们 表述 为 引 理 ， 

引 理 1 F(x 一 二) yt) 在 
信 (z,) 的 实 闭 包 中 恰 有 > 个 根 的 这 一 性 质 是 可 有 理 特 狐 化 的 . 

证 “我 们 设 和 更 为 实数 域 的 一 个 子 域 ， 而 且 更 被 实数 的 域 的 序 
擂 序 化 。 后 者 书 关 于 更 是 代数 元 的 元 所 成 的 子 域 是 时 的 一 个 实 闵 
包 ( 定 还 6 的 推论 和 $4 的 习题 的 第 2 题 )。 此 引 理 断言 在 多 (x 站 中 
存在 业 , 中 ;中 使 得， 和 如果 (1 er) 是 任 一 个 误 理 二 元 
组 使 得 每 个 出 在 (1,*…,an) 上 有 定义 ,而 且 内 (sen) 与 
四 有 相同 的 符号 , 则 F(wj,y) 是 有 定义 的 ,而 且 它 的 实 根 个 数 ( 或 
老 在 和 中 根 的 个 数 ) 十 1 设 Fo 一 F(x), 本， ,为 对 
F(xi,y) 的 标准 序列 (如 公式 (7 所 示 )， 如 果 (a1,""'， as) 是 有 
理 # 元 组 ,对 于 (es gsj，PFi 的 非 零 系数 和 如 同 (7) 中 的 商 8; 
是 有 意义 的 ,并 在 更 中 有 非 零 值 , 则 Polar 人 ,Pio 人 对 于 


Fa,7) 一 Felai,7) 是 标准 序列 ， 设 4) 一 了 giz 十 


j=1 

十 1), 则 我 们 已 知 (Pp. )F(x 7) 在 多 (xi) 的 实 闭 包 中 的 7 个 
根 落 在 区 则 (一 ”9,9) 内 。 由 斯 图 姆 定理 知 , 两 个 序列 F(xj ,一 和 )， 
Flris—n) se Fx,—n) 和 Pei) Flxisn)s:**, Fx, 
7) 之 冶 的 变 号 数 的 差 是 +。 现 设 {(#) ,4(*)} 是 名 (zx;) 的 
元 的 集 ， 它 是 由 下 的 标准 序列 的 系数 和 这 序列 的 商 0; 的 系数 以 
及 元 Filxip nF ) 0 I: 所 
组 成 ， 则 由 斯 图 姆 定理 显然 有 : 如 果 (wm ，…-，ean) 是 有 理 # 元 
组 ,使 得 每 个 中 在 【e:，… :sano) 上 有 定义 ,而 且 每 个 内 (mo 
与 各 有 相同 的 符号 则 F(aj, 各 是 有 定义 的 ， 而且 在 入 的 
(一 区 2 ea) Ta sa) 中 语 有 * 个 很 ， 如 果 我 们 注意 
到 关于 简 的 界 的 结果 ,就 知道 Rewsy) 在 指出 的 区 间 以 外 没有 根 ， 
因此 7 是 F(a,7) 的 尖 根 的 个 数 ， 

.382 ， 


“kr 
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引 理 2， 设 {i(#i) 四 ， ,PAN 了)} 是 属于 (xtLY] 的 
-多 项 式 (不 一 定 不 同 ) 序 列 ， 设 它们 的 首 项 系数 为 1， 则 Fe 
在 多 (xi) 的 实 闭 包 内 有 一 个 根 pj 而 且 pi 吉之 pr 这 个 
性 质 是 可 有 理 特 殊 化 的 ， 

证 元 Pr 和 pip 一 让 ,1 安 j 了 和 1 一 1, 都 含 于 P 中 ,而且 
这 些 元 生成 B(x;) 的 一 个 有 限 扩 张 域 4， 它 有 一 个 本 原 元 9, 设 
El(zis7) 是 9 关于 加 (xi) 的 最 小 多 项 式 ， 我 们 有 pr 一 key6)， 
Cpin — PN) = ord) ,cA 中 pa rs) or EY .EN 
为 Fpk) 一 0, Pal ,Pr(xi', 了 )) 有 9 作为 根 ,而 且 由 二 g(xi， 
) 是 8 的 最 小 多 项 式 ,我 们 有 
(11) FiCxra Patt )) — GACT) 1 EE 
类 个 地 ,关系 式 pj 一 pi 一 0j(zw,0 了 或 者 pm) 一 pi(xi,9) 
0j(zj,8》 给 出 出 (x)[Y] 中 的 关系 
C12) gs 由 一 四 人 — oi rs 7 

一 Hx,y)etr,y), 1 安 1 委 上 一 1 
由 于 qj(xi, 人) 天 0， 它 在 4 中 有 一 个 道 re 的， 那么 我 们 在 
多 (xz 中 有 了 忆 下 洪 式 的 关系 式 : 
(13) Tr FT) 一 ] = Rx FB Cr), 
设 { 呈 (ri xs)} 是 斩 (x*i) 的 下 述 元 的 有 限 集 , 它 包括 Fi(xy,y) 
的 系数 ,所 有 出 现在 (11)3;(12 和 (13) 中 的 的 多 项 式 的 系数 以 及 
引 理 1 所 给 出 的 保证 g(a;,y) 有 实 根 7? 的 元 的 集 ， 而且 , 如 困 选 
择 ai 使 每 个 g(a;) 是 有 定义 的 ,出 出 现在 (I1) 《12 和 (13) 中 的 
每 个 多 项 式 把 ” 代 以 是 侈 许 的 。 在 (11) 中 代 人 7 一 7 了 知道 
Fi{aj,y) 有 根 Pi 三 gatanY), 在 (12) 中 代 人 人 y 二 7 得 pin 一 户 i 
一 pin(arT) Oo FA) lar 0 (13) ,得 oj(0 ,7 ) 
Fikersy) 一 1 因此 oferyl) 关 0 且 > 记 。 故 如 所 要 求 那 
样 Pr 有 实 根 局 ,而 且 BB 和 高 二 于! 忆 史 . 

现在 我 们 可 以 给 出 

定理 1 的 证 明 ， ”正如 在 前 面 所 乃 到 的 ， 只 要 证 阴 下 述 结果 
就 够 了 了， 如 果 定 理 对 中 (ty, za) 成 了 , 则 定理 对 B(x， :xs， 
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旋 成 立 , 这 里 ? 是 另外 一 个 未 定 元 。 设 P 是 有 序 域 gr 力 的 
一 个 实 闭 包 , 了 是 令 于 P 的 B(x) 的 实 闭 包 ， 给 定 B(xi,7) 的 
元 F(xi, 的 一 个 有 限 集 ,我 们 要 证 月 可 以 选择 有 理 数 由 可 5 使 
得 Flai,8) 是 有 定义 的 而 且 与 F(xi, 3 在 P' 的 序 中 有 和 相 赔 的 
符号 ,此 点 对 给 定 集 的 每 个 专 孝 成立。 可 也 记 FF 一 p(x ,a) 
Pray Pr 信 2， 耐 中 (xy xzo)EE(x，ej 是 整数 ， 
Pi(xi,y) 在 或 (xe}[y] 中 不 可 约 , 其 首 项 系数 为 1, 而 且 Pi(xi,7) 
是 不 向 的 ， 如 果 ai,5 有 人 性质 ， 9(e ze]sbifers2 是 有 定义 
的 ,而 且 与 ?和 Py 有 相同 的 符 与 ,Ts 志和 网 Re dr 起) 
是 有 定义 的 ,而 且 与 有 胡同 的 符号 。 这 一 际 述 志明 我 们 也 可 忆 
假设 给 定 的 集 可 这 由 元 PE (rm 和 FEB(xr)[y] 所 组 成 使 得 
每 个 下 在 名 (x)f] 中 不 可 约 ， 且 首 项 系数 为 1 设 pp 所 pi 过 
… 二 pt 是 给 定 的 》 的 多 项 式 集 {F】 在 P 中 的 根 ， 可 作 一 序列 
Fi ss 它 的 项 取 自 {FR}， 并 使 得 p; 是 FF 的 禄 ， 因 为 了 是 
不 可 约 的 ,出 且 域 的 特征 为 0, 故 坟 的 根 是 不 同 的 。 叉 不 同 的 下 是 
互 变 的 。 因 此 ,如 果 Glxis) 是 不 同 的 下 的 乘积 ， 则 如 有 不 同 的 
根 。 由 引 理 1, 可 以 在 B(x1) 由 找到 元 和 :和 使 得 , 媳 果 人， 
…*,4。 荐 有 理 数 ， 而 且 每 个 由 在 (wi,"…*，4s) 上 是 有 定义 的 ， 
岂 (za ,45) 与 和 ;有 相同 的 符号 ,1 过! 所, 期 Gleiy) 是 有 定 
广 的 并 有 上 个 实 禄 ， 由 引 理 2 我 们 有 元 口才 使 得 ,如 时 
诸 4 是 有 理 数 ,okei sqn) 是 有 定义 的 万 且 与 $m 有 相册 的 符 
号 站 十 1 委 久 守则 Bio 是 有 定义 的 并 有 一 实 很 有 i 使 得 
生 达 久之 … 近 BP。 现在 我 们 在 已 经 给 出 的 渚 罗 上 添加 原 给 定 
集 的 一 切 元 以 及 G(xi,) 的 判别 式 5， 由 于 有 不 同 的 根 ,5 
是 异 于 零 的 ， 巾 果 纳 法 假 设 , 我 们 可 以 选择 有 理 数 a 使 得 对 诸 四， 
诸 刀 和 8 满足 所 给 的 一 切 条 件 。 于 是 在 P[?] 中 有 因 式 分 解 
(14) 了 和 一 站) 一 有 
(9 一 Pr 站 OO ， "QCy) 了 

其 中 诸 日 是 首 硕 系数 为 1 的 二 次 不 可 约 多 项 式 , 入,13，"……, 11] 不 
同 生 为 {1,2,………, 站 的 一 个 子 集 , a 的 选择 保证 了 在 实数 的 域 中 有 


» 了 生生 


(15) Fi(aisy) — {Fy — Pt{y — BP) 
CF — Bi) SY) 5 (nD, 

其 中 5 都 是 首 项 悉数 为 1 的 不 可 约 二 次 式 . 因 ? 了 在 B(xi) 上 基 超 
越 的 而 pj 在 此 域 上 是 代数 的 ,显然 y 省 于 了 内 下 述 开 区 间 中 的 一 
个 : 【一 cp ,bpsCpr-ipP2)stpis50)}。 我 们 又 已 知道 系 
数 在 一 个 实 闭 域 内 、 首 项 系数 为 1 的 一 个 二 次 不 可 约 多 项 式 有 形 
式 (7 一 7 十 如 ,0 产量 (参看 (3))， 由 此 得 在 P' 中 每 个 90y) 
> 0, 而 且 对 任意 实数 5，。 对 (15) 中 的 诸 $5 有 8(8) > 0。 于 是 由 
(C14) 和 和 (15) 推 出， 如 果 # 在 序列 《一 om ,tpis2) s**tprs00) 
的 第 下 个 区 间 , 5 是 含 十 序列 (一 00,80) (829), (B100) 的 第 
不 个 区 间 中 的 任 一 实数 ， 则 Per 人 和 F,(zx;, y) 有 相 回 的 符 
号 ,而 且 对 每 个 j 均 成 立 。 由 实数 域 的 阿 基 米 得 性质 ,每 个 开 的 实 
区 间 含 有 一 个 有 理 数 , 故 可 选择 有 娃 数 5 使 对 所 有 的 1,F,(a;,58) 
与 Filwi,》) 有 相 园 的 符号 .证 毕 , 

注 。 ”自然 有 人 会 疗 ,如 果 域 加 如 阿 廷 定理 所 要 求 的 , 则 对 系 
数 在 更 中 的 多 项 式 是 否 有 类 们 于 癌 延 的 结果 成 立 ， 利 用 阿 迁 定理 
我 们 能 用 下 述 方 法 把 此 问题 公式 化 ， 设 P(t4，…*，*s) EB Lr， 
"… ,Xa] 使 得 P 一 Rixis ,ta 六, 其 中 Ri 是 诺 x 的 系数 在 多 
中 的 有 有理 (表达 ) 式 ， 能 否 由 此 推出 了 一 3PICz xn Pie 
[my]， 阿 主 已 证 有明 若 # = 1， 人 @ 是 任何 实数 的 域 时 这 是 
正确 的 ， 另 一 方面 , 若干 属于 锅 尔 伯 特 的 例子 表明 对 * 之 2 纵然 
下 为 实数 域 业 结果 也 是 不 正确 的 . 
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1. 设 对 是 一 个 有 有 序 域 ,PCris…' xw) 是 加 上 未 定 范 xxe 的 有 理 赈 达 式 的 域 ， 想 
设 Q 中 tri) 对 下 的 实 闭 包 之 中 的 一 切合 和 二 3 上 有 定 光 后 二， 满足 OCE 4， 
吉 收 这 ,证 明 8 二 Bix…sTx2 3 共 中 Bi 是 盏 的 非 负 雹 3F1 十 Cr), 提示: 若 
看 55 习题 的 第 1 题 和 证 明定 理 13 的 还 当 类 比 ,》 


7- 斯 图 姆 定理 的 形式 化 ， 结 式 ”在 下 面 的 少数 几 节 里 ， 我 们 

要 发 展 - - 神 由 塔 尔 斯 基 各 赛 登 侈 创建 的 算法 , 它 是 用 来 判别 ( 傅 多 

个 变量 的 ) 多 项 式 方 程 和 不 等 式 的 有 限 组 在 一 个 实 闭 域内 的 可 解 
23+ 


性 的 ,最 终 的 判别 法 (定理 16) 将 由 在 所 给 组 的 系数 中 检验 一 个 多 
项 式 方程 和 不 等 式 的 有 限 组 构成 。 本 节 息 们 将 首先 著作 用 这 种 方 
靶 将 斯 图 姆 定理 再 公式 化 ,我 们 还 将 发 展 一 种 基于 结 式 的 消去 法 ， 

为 了 得 到 斯 图 握 定理 的 形式 说 法 , 雁 环 MLx] 开始 是 方便 的 ， 
这 里 时 一 Rf, 如] ，z 和 如 大 未 定 元 ， 记 是 有 理 数 域 ， 设 
Fl tr) EALr] ,RA 03) 一 sot FT drt" 十 "十 
do 而 6iE 划 ar 天 10、 如 果 把 六 特殊 出 取 #1 二 Ti 四， 则 得 到 
多 项 式 jx) 三 F(z;x)E Bx] ,其 中 中线 (om 去 A 于 是 我 们 将 
得 到 若干 序列 .EE: {F(x) ,ti;*) ,Fi;x)}】 使 得 对 任何 
Ti 工 和 1 委 *。， 在 由 中 存在 这 些 序列 五 中 的 一 个 使 得 此 特殊 序列 
TFEogrr3t)sFi zx) Pr 实质 上 就 是 故 *) 的 标准 斯 图 
姆 序列 (7). 

我 们 选择 Fol4,;x) 为 任 一 个 多 项 式 dot 十 Bra 二 
十 do， dw 天 0， 则 所 站 它 是 去 朱 Fl;x) 的 开始 几 项 qox" 十 
得 到 的 。 接着 我 们 取 Rs 一 Folfi;3x*) 妓 
F。 作为 含 x 的 参 项 式 时 之 形式 导数 ， 假设 我 们 已 经 定义 了 Fo， 
Fi Fk， 如 果 Fi 二 0, 则 我 们 得 到 了 序列 Fo,Fi,*…' ,FP, 一 
Fis 议 不 往 下 笋 了 ， 否则 ， 设 Fi = px? 二 :十 Bo, Fy 一 
cz 和 十 一: 十 00) 其 中 细 关 0:c 天 0 而且 pp 之 q, . 通 弟 的 除法 
过 程 青 明 我 们 可 以 在 Mlx] 中 找到 多 项 式 0tx)，R{x) 使 得 
ceo Fi =— OF; — RM deg RSX) < degoFe(2it)。 对 我 们 
来 说 ,用 最 小 的 偶 束 数 。 汪 ?一 4 十 1 光 禁 ?一 4 十 1 更 为 方便 . 
因此 ,改变 记号 , 记 c58ii 二 90F4 一 R， 并 称 和 RR 为 用 开除 
Fi 所 得 的 商 和 余 式 ， 显 然 这 些 是 唯一 的 ， 现 在 我 们 取 Fs， 是 
下 或 者 可 以 出 了 出 发 所 得 的 一 个 多 珊 式 , 它 类 似 于 从 FULj;x) 得 
到 Flt;x) ,由 去 挤 开 头 的 若干 项 面 得 的 ,用 这 种 方法 得 到 的 序列 
1 Po PP 将 称 为 对 了 (11;x) 的 一 般 标准 序列 ， 显 然 其 个 
数 是 有 限 的 ， 

设 ;Fo,Fi,' 1】 是 对 于 五 的 :一 般 标 准 序 玉 中 的 一 个 ， 
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则 有 q = Ra] 的 凑 个 有 限 子 集 5(E) 和 人 BE) 与 E 有 关联 . 
集 3{F) 是 由 组 成 序列 时 去 掉 那 些 项 的 系数 的 集 。 因此。8( 瑟 ) 是 
由 了 Co3e) 一 Fo(niz) 中 (x 的 各 个 里 ) 的 系数 和 上 述 的 RR 一 
Fi 污 1) 的 系数 所 给 成 的 ， 我 们 令 本 E) 是 忆 序 列 中 F, 的 
开头 项 系数 记 组 成 的 ， 

现 令 zi 有 1 委 安 并 考 谨 多项式 f(x) 一 FlTi;*x),， 概 
设 fw) 天 0，deg 大 四 二 吉之 #, 则 我 们 肥 Fa 人 rz) 一 emxm 十 
… 十 qo 并 有 Ri(ris) 一 (4),en(ri) 关 0。 由 条 件 Po(reat) 
一 fw) 得 eofr) 一 … 一 dmxn(57) 一 0。 用 归纳 类 易 知 对 于 
存在 一 个 一 般 标准 序列 {P Pi， ,FF,} 司 得 ; 如 时 i 是 Fi 的 开 
头 项 系数 , 则 


HT 天 0,0 之 让 才 5s， 
(16) Polrisx) = f(x), 

ATAF ACTS) = PilTis x) Or (TS x) 

一 FerlTi 》 
其 中 0 所 si 一 0,cx 是 偶 整 数 ,@ 是 用 Fi 除 Fx 的 商 。 
网 为 Fofriity 一 Jw) F(T2) = Tr) Tt > 0 而 FAT 
的 次 数 是 下 上 蜂 的 ， 显然 {Folris *) ,F(Ti;st), “"* ,P(r r))} 的 项 
与 f(x) 的 标准 序列 (7) 的 这 些 项 相差 一 个 名 中 的 正 因 于 ， 内 此 
在 应 用 斯 图 姆 定理 的 时 候 序列 { Foriz]，…} 可 用 来 代替 标准 序 
列 。 

于 是 我 们 将 使 在 定理 中 给 出 的 条 件 形式 化 ， 这 是 通过 考察 由 

下 述 类 型 的 关系 所 组 成 的 方程 和 不 等 式 组 的 有 限 集 族 实现 的 : 


(17) PAGE < 0, 
了 一 一 F(t;y) = 0 < 1, 
下 Per) > 0, 
再 pi = 1 = Featiis) = 0,p < 9, 


其 中 y 和 x 是 未 定 元 ， 并 村 求 出 现在 上 述 炳 种 关系 集中 的 数 对 
(01 一 1,7 二 1, 一 1 满足 相 
间 的 条 性 , 即 ERE1 < 0, Eri = "= G11 一 0, +*, Nm > 0, 
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和 pi 的 详 号 数 相 过 
nm 5 的 染 瑟 未 ， 现 令 (8,7》 是 全 中 的 一 个 区 喇 ,8 过 
Y， 使 得 8) 去 0 大 >) 关 0。 由 从 斯 图 姆 定理 显然 有 : f(x) 在 
(7] 遇 有 一 个 根 当 且 仅 当 名 二 ,了 二 8，8 一 7 满足 一 组 关 
系 式 (17)， 

如 昌 我 们 考虑 所 有 一 般 序 列 互 并 注意 色 (16) 是 等 价 于 杀 件 : 
对 一 茹 EX4(E) 各 4€ 6(E) 有 iri) 关 9, d(Ti) 一 04， 我 人 看 
到 416) 和 (173 给 出 和 茶 件 {CG:…Gi 的 一 个 有 限 集 族 ,其 中 每 
个 G， 是 有 理 系 数 多 项 式 方程 和 不 等 式 的 一 个 有 限 集 , 使 得 ftx) 
在 (8,7) 内 有 概 当 且 仅 当 4 二 = 71,7 一 8,3 二 7 满足 某 一 组 如， 
的 所 有 条 件 ， 

现 设 fx) 一 bot 十 at 十 十 如 而 oo 天 0 则 我 
们 知道 fx》 在 更 中 的 所 有 衫 合 村 区 间 《一 ?9 其 中 攻 一 六 十 


7 一 卫 
工 十 >) ojo. 我 们 有 Folrs x) 二 qmx" 十 am_ixm 十 .十 yy 
和 


其 趾 sm = anfn 天 0。 和 如果 在 FA 中 代 人 人 了 二 
rm 一直 


一 (m 十 1 一 >》 a2, 在 FT 2) 中 代 人 人 z 一 mm 十 1 


上 Saiaz ,并 乘 以 a 的 适当 的 代数 备 去 掉 分 式 ,就 得 到 只 含 6 


的 类 做 于 (17) 的 多 项 式 ， 由 此 可 见 我 们 每 到 了 一 个 有 限 集 族 [， 
Ca，Cil， 其 中 每 个 G; 是 有 理 系 数 且 仅 合 二 的 多 项 式 方 程 
和 不 等 式 的 一 个 有 限 组 ， 使 得 “fx 在 更 下 有 一 个 报 ?* 这 个 命题 
等 价 于 " 当 4 二 7T; 时 有 某 一 此 G; 成 并 

下 面 ， 我 们 将 塘 谍 两 个 多 项 式 有 正 次 数 公 尺 式 存在 的 古典 行 
列 式 准则 。 考 荡 名 [x] 下 的 现 个 多 项 式 天 ce 一 at 十 over 
十 二 22) 一 por" 二 wx 十 十 记名 为 任 一 个 
域 . 设 说 > 0,# 之 0, 但 我 们 允许 ms 一 0 或 者 Bs 一 0。 我 们 要 
的 结果 如 下 ; 

定理 14,， 设 wD) 一 &st? 十 ox 十 一 :十 00,8(X) 一 


"28 * 


和 并 售 


ts Cr" Gy 
| tn tnt 人 入 行 
Oe i 
| 它 全 
(18) R{f,g) = 请 Bi Bo 
Pm Bn 而 
Ft 天 村 
a, Bm "Bo 


则 RCf,8) 一 0 当 且 充当 a 一 0 一 或 者 f(x) 和 g(x) 有 关 
于 x 的 正 次 数 的 公 因 式 ， 

证 ”如果 a 二 0 = Bm, 则 行列 式 的 第 一 列 是 0。 央 此 R(f,8) 
一 0。 下 而 设 f(x) 和 g(x) 有 正 次 数 的 公 因 式 #4(x) 又 有 oo 天 
0 或 者 和 天 0, 则 fx) 一 天 Cr24(x)，g(x) 一 (wjh(x)， 并 有 
jtx) 0 或 者 g(x) 过 0 根据 es 关 介 或 者 8 天 0 而 定 .由 
对 称 性 ,可 设 er 关 0, (x) 关 0， 则 有 x),Cx) = gC 有 7， 
fw) 一 有 (x)htx) 关 0。 如 果 dcg hx) 一 六 5 则 deg 到 一 # 一 + 如 
员 gx) 一 0， 则 g(x) 一 0。 否 则 庄 关 系 式 f(x) (x) = g(x) 
fx) 得 出 deggi) 安吉 一 r， 因 此 可 记 tw 一 一 Ya 一 


Ya ax OO Yous Bi Lr) i 十 十 60» 
使 得 有 
(19) (eax 二 二 co) (86m ar™ 十 "十 0) 


十 (Bx 二 于 十 Byex 十 十 Yo 一 小 
如 果 我 们 使 (19) 申 x ,x ,1 的 系数 等 于 0, 得 下 述 方 
程 . 
CnBn 十 Der 0 
(20) Cn 十 a1 十 BmYn 十 PrmiY ni = 0 


mob 十 Bro = 0, 
我 们 把 (19) 看 作 诺 7Y 和 5 的 齐 次 方程 组 ,。 诸 Y 和 5 按 下 述 的 顺序 
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排列 :8o -8 az 和 60sYn19 7 六 为 诸 Y 不 全 为 4， 玻 ? 
和 5 的 系数 行列 式 为 0 如 果 我 们 了 权 交 行列 式 的 转 置 (此 行列 式 是 
按 所 指出 的 诸 Y 和 的 顺序 而 得 到 的 ), 则 得 (18)， 故 RLf.8) 一 
0。 反之 : 设 R(f,8) 一 0, 则 我 们 可 以 通过 (20) 和 (19) 递 推荐 及 : 
存在 有 (Cx) ,g(x) 使 得 f(x)g (x) = g(x)ftw), 而 degh 挝 4 一 1， 
deggi 委 和 一 1， 而 且 或 者 户头 0 或 吕 关 0 设 六 过 0 如 来 
血 二 0, 风 8g 一 9pm 一 0, 而 是 要 人 么 fx) 是 f 和 8 的 非 淮 公办 式 ， 
要 么 就 是 mr 一 0。 如 果 负 云 0 和 8 一 0, 则 上 述 的 论证 也 适用 ， 
现在 设 和 天 和 和 gg 一 0, 则 由 关系 式 fwYgCx) 一 g(x) f(x)， 
所 关 0, 取 0,g 取 人 0 推出 1 了 取 4， 或 者 o, 一 0 一 Bs 或 者 可 以 
设 wo 关 0 这 说 明 degf(x) 一 pm。 因为 degh(x) 所 #4 一 1, 由 关系 
式 fxg(x) 二 g(x)hlx) 和 非 零 多 项 式 1, 有 11,8， 分 解 为 不 可 
约 因 式 可 推出 f(x》 和 g(x》 有 正 次 数 的 公 因 式 . 

我 们 将 称 R(f, 8) 为 了 和 (关于 x) 的 结 式 ， 如 果 了 或 老 
& 的 最 高 项 系数 不 为 0, 则 R(f，8) 为 曾 是 一 个 关于 a; ,Pi 的 整 
系数 多 项 式 关系 ， 它 是 与 和 4 有 一 个 正 次 数 的 公 因 式 这 一 命题 
等 价 的 ， 


习 是 2 
证明, 如 果 成 一 ?二 axer 十 上 os 列 RCH 是 jx) 的 判别 式 ( 参 
考 3. 了 0). 
8. 代数 曲线 的 判定 法 ”本 节 我 们 将 给 出 决定 方程 信 x,2) 一 
0 在 一 个 实 闭 域 中 可 人 解 性 的 赛 登 保 方 法 ， 这 是 赣 基 于 我 们 即将 建 
立 的 结果 之 上 的 : 如 果 Hx,7) 一 0 在 里 由 月 解 : 则 方程 Hx, y) 


-0 和 (一 5 六 下 一 (z* 一 7) 划一 0 对 更 中 的 企 意 > 和 8 
Dx Dy 


在 罗 中 有 公共 解 ， 从 用 来 证 明 此 定理 的 两 个 引 理 中 ， 可 以 弄 清楚 
此 定 开 的 几何 食 义 ， 

引 理 1。 设 忒 zy) e @[x,)],xsy 是 未 定 元 ，@ 为 一 实 闭 
域 ， 则 如 果 fxs) 一 0 在 @ 中 有 一 个 解 ， 那 么 它 有 一 个 最 送 近 
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原点 的 解 . 

证 我 们 在 数 对 (,n) 所 成 的 空间 8 分 中 (&,n€ 人 多) 考 卉 
曲线 C(x, 一 0 和 贺 十 六 二 77Y 之 四 的 交代 。 由 我 们 
的 假设 可 推出 存在 7 使 这 个 交 不 空 ,而 且 我 们 变 证 朋 使 得 C 在 8 
中 和 邓 十 六 二 7 相交 的 Y{ 宇 们 的 集 58 有限 小 值 ， 考 苛 多 项 
式 入 x, 和 系数 在 Ble,x) 中 ? 的 多 项 式 妇 十 入 一 局， 其 中 
“和 * 笨 作 未 定 元 ， 并 建立 这 两 个 多 项 式 的 结 式 8tc，x)， 公式 
(18) 表明 gtc，x) 是 一 个 系数 在 名 中 的 c 和 * 的 多 顶 式 。 如 昌 
(ea 六 是 圆 关于 于 一? 和 曲线 CC 的 一 个 交点 , 则 其 cy) 和 六 十 
一 7 有 一 个 公 因 式 了 一 FP， 因此 8g(Y;&) 一 0，8(Yrsxz) 有 根 
rE 而且 ,一 7 丢 & 守 7Y， 反之 ,对 Y 写 0 设 8(Y,x) 在 中 有 
一 个 根 &, 一 7 过 ag 有 筷 7。 由 于 他 十 外 一 7? 中 3 的 系数 为 1, 由 
定理 14 得 , 六 十 一 7 和 fe, 在 8B[#] 中 有 一 个 公 因 式 ， 
因为 六 十 多 一 7 的 因 式 是 7 土 8, 而 8 一 (7? 一) 由 此 得 
(cs8) 或 者 (ec， 一 8 是 这 两 条 曲线 的 交点 。 因 此 我 们 知道 使 得 
和 妇 十 见 一 和 在 烛 3 相交 的 7Y( 实 0) 的 集 3 与 使 得 g{7， 
*) 二 0 有 根 上 一 ceof 一 ys 短 和 ?7) 的 7Y( 宇 0 的 集 是 相同 
的 ， 设 9 是 使 得 8(7, 士 7) 关 0 的 7 所 成 的 $ 的 子 集 。 对 这 些 
7, 其 条 件 是 8(Y,x)】 在 {一 7,Y) 中 有 一 个 根 . .显然 我 们 可 以 得 
到 g(7¥,x) 只 要 把 一 个 有 理 系 数 多 项 式 适 当地 特殊 化 使 得 一 个 参 
数 特 殊 化 为 Y。 央 毕 可 以 应 用 上 节 得 到 的 结果 推 得 9 是 由 形 如 
ple) 一 0,4(c) = 二 0,+(e) 芝 0 (其 中 ?,4，,! 为 系数 在 和 中 的 多 项 
式 ) 的 多 项 式 方 程 和 不 等 式 所 确定 钓 有 限 个 集 的 并 ， 窍 易 看 出 ,这 
样 的 集 是 有 限 个 区 闻 的 并 ,这 些 区 间 可 以 是 开 的 , 闭 的 , 半 开 的 , 单 
点 集 或 者 延 所 至 无 限 的 集 ， 出 子 使 得 8(Y， 士 7) 一 0 的 7 的 集 
或 者 太 ! 惧 成 者 一 切 Y 次 0， 显然 5 与 5 有 徙 辣 的 构造 。 现 在 只 
要 能 证 明 ，S 在 非 负 元 集中 的 余 洁 是 开 区 间 的 共 。 结论 便 可 得 
出 ; 国 为 ,由 此 推出 是 有 限 个 质 区 癌 的 并 , 故 有 一 极 小 元 ， 于 是 ， 
令 号 产 0，8 攻 3 则 约 5,x) 一 0 一 3 所 < 扫 引 在 更 中 设 有 解 +. 
记 呈 cx) =— Blw) + Er) le 一 人 十 二 ee — 6)”, 


= 站 昌 


中 BCx) 都 是 + 的 宅 项 式 ， 则 在 -一生 + 扫 8 hh glx) 关 0. 于 
是 看 在 8' > 有 使 得 一 # 委 * 委 8 时 有 gtx} 关 0， 从 而 存在 
b> 0,8B 之 0 使 得 对 一 切 xE [一 ,6'] 有 [8 人) 守 二 18(Cx)| 


之 B($ 3, 习题 的 党 3 题 )， 则 如 果 lc 一 6| 一 了 和 |< 一 外 < 


bi4B 与 xt [一 8',8] 有 
\glesx)| S12 Om IE(x)(e — 8) + + gn{x)(e — 87°] 


> 1Blc—6>6— -££. 
2 2 


由 此 得 每 个 满足 8 所 86,86" 过 8 十 于 8 之 8 十 514B 的 6" 必 


含 于 5 的 八 集 ， 故 此 余 集 包含 一 个 包含 的 开 区 间 , 证 毕 . 
作为 在 实数 城 的 经 典 情况 ,所 >: 切 一 0 上 的 一 个 点 (a8) 称 


为 单 点 ,如 果 
【7 (55),,) 了 (0,0) ” 


则 过 (es8) 的 法 向 量 是 ( (中 ) (外) ，): 沿线 在 《a58) 


x Oy 
的 切线 由 方 各 
的 er-or 的 .ear 
确定 ， 


现 设 《as8) 是 C:Hx,3) 一 0 上 的 一 后, 县 (cy 2) 在 3 


中 最 靠近 原点 ,我 们 希望 证 明 丰 引 ) ， 一 a5) 一 9。 如 


困 (ep 一 (00) 或 (a, Pp) 不 是 一 个 单 点 ,这 是 显然 的 ;否则 ， 
方程 表明 联结 (0, 门 与 (a,8) 的 河 量 和 法 向 量 且 线性 相关 的 。 因 此 
C 和 中 心 在 原点 ,半径 为 {e 十 扬 )” 的 加 在 (c，8) 点 有 相同 的 切 
线 ， 如 果 不 是 这 样 ,那么 C 在 【a8) 的 团 线 包含 画 的 内 点 ， 然 而 
C 和 已 趣 不 含 面 的 内 点 ， 因 此 ;结论 将 由 下 列 引 理 得 出 ; 
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引 理 3。 设 ? 为 一 个 刚 和 一 条 曲线 C:Hxsy) 一 0 
Pix,Y] 的 交点 (其 仅 标 在 多 肉 )。 识 是 一 个 单 点 且 C 在 ?的 切 
线 有 机 的 肉 点 , 则 已 自 己 有 圆 的 内 点 。 

证 取 靖 一 《0.0)，C 在 fp 点 的 团 线 为 x* 轴 . 则 1(0,0) 一 0 


和 (人 ) 一 0, 而 和 可 以 假 员 (如)(0,0) 一 1。 加 的 中 心 不 在 s 


轴 上 ， 歼 可 记 为 (a, 8), a 关 0。 我们 有 1(x，7) —f(0, 0) + 
(90) + (5) r+) + ,| 
十 … , 歼 在 考虑 了 的 条 件 后 可 以 写 fx,2) 二 (1 十 A(x,7)) 


十 #8tw) 其 中 (0,0) = 0, 8(x) 是 x 的 可 被 * 整除 的 多 项 式 ， 
因为 入 0,0) 二 0， ko lz 和 和 17| 


6 时 |8(r,9)| 过 了 ;出 EB 十 有 xy < 并 且 对 所 有 


满足 |xi 和 8 的 *，8(1 十 zz,5)) 在 二 3 和 5 之 间 ， 同 时 


1 


一 8(1 十 h(x 一 8)) 在 一 上 3 与 一 二 3 之 问 . 因 g(0) 一 0, 在 在 


,0 二 5 8 使 得 若 |x| 所 六 时 , 则 Hx,8) 二 28(1 十 Ax,6)) 
十 8(#) 之 0 和 fx, 一 8) 过 0， 则 对 每 个 wwl 宏 引 存在 
E[ 一 5.6] 使 得 Kw,%0) 一 0， 则 各 二 一 C0)(1 十 有 ao: 
且 

(a — n+ (6 — yo) 


— (a — my + (b+ 7) 


一 在 二 所 一 2ax0 十 霹 十 一 80) 二 (8(x0) 7 
1 十 h(xo, yo) (1 十 站 zy 
因为 (mw) 可 被 对 整除 ,显然 ,如 果 我 们 取 xo 充分 小 使 得 em > 
0, 则 (Ca 一 x 六 十 (一 J 六 之 让 十 太 ， 因此 (mg 是 C 上 的 一 
个 点 而 且 在 给 定 的 加 内 . 


+ 293 * 


于 着 我 们 的 结论 表 朋 ,如 果 C: 人 一 0 在 多 内 有 解 ， 则 


在 多 内 存在 一 个 解 , 它 也 在 > 区 一 * 人 一 0 内 ， 如 果 我 们 用 
《7 5) 代替 原 点 ,而 Y,8€ 二 ， 网 下 和 用 辣 术 的 大 二 区 过 天 二 


D 的 交合 有 2? 的 一 个 点 ,其 中 D: 09 一 中 2 一 (一 了) 汪 


上 =, 

现在 我 们 将 应 用 此 结果 去 得 到 决定 六 x,y) 一 0 在 多 内 可 解 
性 的 赛 登 堡 方法 ， 首 先 ， 我 们 可 以 得 到 1(x,y) 中 3 的 方 短 的 系 
数 的 最 高 公 困 式 ,并 令 Hx,2) 一 a(x)(x, 让 ,其 中 所 (x,》) 不 能 
被 单独 一 个 * 的 正 次 数 多 项 式 所 整除 。 显然 fx,7) 二 0 在 下 中 
有 和 解 当 且 仅 当 ex) 一 0 或 者 h(x,y) 一 0 有 这 祥 的 解 ， 这 就 将 
讨论 妇 结 为 不 被 单独 一 个 * 的 正 次 数 多 项 式 整 除 的 多 项 式 .， 接 
者 ,我们 可 用 通常 的 欧 几 时 得 算法 在 名 (wx)fy] 中 求 出 也 x,7) 和 


六 fs 的 最 高 公 因 式 。 我 们 可 设 此 多 项 式 属于 @[xsy] 而 且 


不 能 被 单独 一 个 x 的 正 次 数 的 多 项 式 所 整除 ， 然 后 可 以 用 这 个 最 
高 公 因 式 去 除 而 得 到 多 项 式 gtz 切 , 它 是 f(x,》) 的 一 个 因 式 ， 
与 所 x*,y) 有 相同 的 不 可 约 因 式 , 且 在 Biyr,?] 中 没有 重 因 式 。 显 
然 ，flx,7) 一 0 在 台中 可 解 . 

如 果 我 们 用 代替 f 并 必 变 记号 仍 用 f 表示 ， 我 们 就 可 以 盆 
设 天 *, 了 ) 没有 正 次 数 的 重 因 式 和 没有 单独 一 个 * 的 正 次 数 的 因 


式 ， 由 这 些 条 件 的 第 一 个 推出 f(x,y) 和 f(s) 在 lw)[71 


里 没有 含 ” 的 正 次 数 公 因 式 . 
现 考 虑 多 项 式 gz 力 一 ?3 — 7) 人 其 中 了 是 下 的 
尾 一 元 。 我 们 知道 ,如 果 曲 线 C: 其 zs 一 0 有 PH? 的 点 , 则 


C 和 D: 8(x,Y) 一 0 的 交 也 含有 这 样 的 一 个 点 。 在 我 们 应 用 此 
点 之 前 有 必要 调整 一 下 ， 即 选 至 一 个 适当 的 Y 使 得 C 机 呈 的 交 是 
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一 个 有 限 集 。 为 此 我 们 引进 另 一 个 末 定 元 < 并 考察 多 项 式 ge; 
2 人 一 -一 开设 Reis) 是 Jxsy) 和 8Cc3x59) 
Dx dy 
关于 7 的 结 式 【 即 ， 把 这 些 多 项 式 看 作 ? 的 多 项 式 ). 我 们 断言 
R{e;x) 天 0， 否 则 ,对 一 切 7,R(Y;x) 一 0。 团 定理 14 表明 ,如 
时 7Y 有 了 瑟 些 质 , 巾 gtY;x,y) 和 大 xs 在 B(x)1y1 中 有 公 因 式 ， 
因此 在 8[x,y] 中 有 ?的 下 次 数 的 公园 式 《参看 卷 1， 中 译本 
pP:116)。 所 忆 , 如 果 对 所 有 7, RCY:x) = 0, 则 存在 水 间 苍 7, 警 如 
说 Y， 和 7;, 使 得 Hx,7),8(7Y,;x,y)》 逢 8(Y2;#,》) 三 者 睁 有 一 个 
含 ?的 正 次 数 公 因 式 ， 这 可 由 下 列 事 实 得 出 :在 相伴 的 音义 下 
fiw》)】 在 有 (es)[y] 内 公有 有 限 多 个 不 同 的 困 式 。 于 是 我 们 可 断 


定 fx, 站 和 (7. 一 7 fr 四 一 gzizs gr $) 


有 一 个 含 # 的 正 次 数 公 因 式 ,这 与 (x,y) 和 f(x,y) 没有 这 样 


的 公 因 式 相 矛盾 。 这 就 证 明了 Rie;x) 天 0 

于 是 我 们 可 以 选取 YE 使 得 RCx) 二 Ri 4) 关 0。， 令 
Er 一 8CY3yoy) 则 所?)》 和 Exzsy) 没有 含 y 的 正 次 数 公 
因 式 且 没 有 单独 一 个 * 的 正 次 数 的 公 久 式 ; 因 比 它 们 在 多 [*, 妇 内 
除开 单位 外 没有 公 因 式 。 由 此 得 f(x,y) 和 g(x,》) 关 于 x* 的 结 式 
9) 不 是 0， 设 了 是 CC: 六 ty 让 一 0 和 D， g(x,y) 一 0 在 43 
内 的 交 ,其 中 0 一 8( MV 一 1) 屋 风 的 代数 闲 包 如果 (pxc) eV， 
如 由 fps9) 一 0 一 8(ps0)Hj 推 由 Rip) 二 0 和 0(o) 一 0. 因 
为 Re 天 08600 关 0 仅 能 给 出 有 陨 多 个 可 能 的 情形 。 故 了 是 
一 个 有 限 集 ， 我 们 知道 ， 如 果 上 全 有 PB 人 3 的 一 点 , 则 玉 有 这 样 的 
一 点 :所 隐 R(x) 在 外 由 有 一 个 根 。 反 之 , 设 RW) 在 业 中 有 一 个 
根 。 恕 红 «不 是 含 x* 的 多 项 式 的 一 个 根 , 而 这 中 多 项 式 x,y) 中 
的 最 遍 次 方 桶 的 系数 , 则 由 Re 一 0 可 推 吕 使 (a,oj EV 的 
2 € 刘 的 存在 性 .如果 g 一 必 E 针 , 则 我 们 得 到 了 所 要 求 的 结 代 即 
了 了 容 丙 心 在 B33 中 有 一 个 桶 ， 否 则 , (ee,5) 了， 计 中 郝 尖 o 是 
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的 在 8/@ 的 自 同 构 《 志 1) 下 的 其 罗 元 ， 则 我 们 在 PF 中 有 两 点 : 
(a,0) 和 和 (as5) 有 相同 的 模 和 坐标 . 

只 要 适当 选择 坐标 纳 ， 我 们 就 窒 易 克服 我 们 曾经 指出 过 的 两 
个 国难 ,这 些 困难 妨碍 我 们 断定 如 果 R(x) 在 站 中 有 一 个 根 , 那么 
VP 因此 人 在 多 中 有 点 。 我 站 将 改 用 式 ,y' 系 ; 其 中 z+ 二 glx' 十 
9) 三 和 站 是 台中 适当 选取 的 ,C 在 +'，y 系 中 的 方程 
是 人 g(x 十 六 )57) 一 4， 没 (x, 四 是 多 项 式 f(x, 中 含 * 和 
7 的 最 高 次 式 之 0) 的 齐 次 部 分 , 则 从 gt 十 区 ,7 中 录入 "的 系 
数 是 Cp 中， 因为 falx,1) 去 0, 我 们 可 选取 8 € 人 台 使 得 f(g， 
1) 去 0， 由 于 Hx, 四 的 总 次 数 是 x, 由 此 得 常数 fl,1) 关 0 是 
合 x” 的 多 项 式 : 它 是 plxr' 十 六 7 中 7 的 最 高 次 其 的 系数 . 
这 就 克 小 了 一 个 困难 .为 克服 另 一 个 困难 ， 把 欧 几 电 得 算法 用 于 
RD 和 Rw), 我 们 求 一 个 有 单 很 的 多 项 式 r(x)， 它 与 RLx) 有 
相同 的 单 根 ， 类 俱 地 ,我 们 求 与 (y) 有 相同 单 根 的 多 项 式 9(y). 
接着 我 们 可 以 求 出 多 项 式 s(x), 它 的 根 为 (pi 一 pj) (oi 一 gx) 
其 中 ep 是 1) 的 根 ,， cy 二 是 9 的 根 ， 夫子 
1 关 7 了。 为 此 我 们 引进 来 定 元 $51 委 妥 1 委 上 委 坊 闪 若 察 
多 项 式 


ll [3 一 六 xz — (Ei 一 #7)], 
[于 
在 和 ”的 所 有 置换 作用 下 这 是 不 变 的 ， 所 以 * 的 方 矢 的 系数 是 
诸 5 和 诸 "的 初等 对 称 多 项 式 的 整 系数 多 项 式 ( 卷 1, 中 译本 
p.102)。 厅 有 果 我 们 把 ”Ke 和 9ty) 正规 化 到 首 项 系数 为 工 并 用 其 
祖 记 的 系数 代 百 这 些 初等 对 称 多 项 式 ， 就 得 到 一 个 多 项 式 s(x)， 
它 的 忆 是 (pi 一 pto 一 gi 天 说 ， 1 了 天 站， 现 设 上 不 是 sx) 
的 银 { 也 不 是 加 (xs1) 的 根 ) 并 获 察 点 Lpi,07) 的 集 。 这 个 集 包 含 V 
而 且 由 于 ”， 关 系 中 (ps0) 是 点 CpT!p 一 os9) 故 在 此 集中 没有 两 
个 不 园 的 点 在 *。y” 系 中 有 枉 同 的 横 举 标 ， 因 此 如 时 (i, 站 关 
{1,7 站) 那么 就 有 pp 一 0 
更 在 我 们 按时 实 选 取 产 并 下 其 于 pbr -和 ;3 机 
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Rx) 一 gz 十 切 :7) 代 伏 Hx, 和 g(x, 设 flx) 是 
(x 和 多 (x,7)】 关 于 3 的 结 式 ， 则 沦 证 表明 He 人 一 0 在 多 
中 是 可 解 的 当 且 公 当 f(x) 在 台中 有 根 ， 后 一 个 问题 可 上 由 斯 图 好 
定理 判定 ， 
为 了 把 此 点 推广 到 次 个 以 上 的 变量 ， 必 须 考 寨 省 有 参数 的 多 
项 式 和 应 用 昨 钠 法 。 这 上 就 需要 扩 完 刚才 我 们 所 给 定 的 判定 法 来 研 
究 受 不 等 式 gLx) 0 限制 的 方程 f(x，y) 一 4。 为 了 掌握 这 个 
方法 我 们 首先 用 欧 几 里 得 算法 求 出 g(x) 和 (x,y) 中 Y 方 曙 的 系 
数 的 最 高 公转 式 d(x), 记 x7) 二 dC 有 (ry) g(x) = dr) 
tx)， 则 天 ,8B) 一 0 和 gla) 了 0 这 一 对 条 件 等 价 于 f(e, 8) 
二 0 和 g(a) 也 0 这 一 对 条 性 。 这 个 陈述 允许 我 们 把 所 考察 的 
和 情况 归结 为 gCx) 和 蕊 xy 他 设 有 正 次 数 的 从 因 式 之 情况 。 为 了 避 
免 装 虑 平凡 的 情况 ,我 们 运 假 设 degg (x) 之 0 和 degsf{x,3) 之 0, 
设 了 Cy) 是 x, 办 和 gC) 关于 x 的 结 式 ; 则 了 (Cy) 关 0， 因为 否 
网 x 了) 和 gtx) 在 出 (zy) 中 有 关于 x 的 正 次 数 的 公 因 式 ， 这 
与 我 们 所 处 理 的 情况 矛盾。 于 是 在 由 中 选取 = 使 得 Y(r) 冯 0, 并 
用 zt,7) 一 大 rr 二 了 ) 代 峙 天 rr 门 。 则 8 六 和 有 (xz 关于 
的 结 式 是 T(? 十 z): 妆 ?了 一 0 时 7 了 (7 十 可 和 关 0。 由 其 得 xs) 和 
ifCrs0) 五 素 ， 为 了 判别 fx,7) 一 90，g(w) 夫 0 在 及 中 解 的 存在 
由 问题 ,显然 我 们 可 以 用 一 对 天，g( 代 起 fx, 让，g8(x) 这 
:对 多 项 式 。 现 令 (x5 四 二 h(x,8Cr)y)， 则 如 果 (cy 站 满足 
awe) 一 0， 8(a) 关 0) 则 对 于 7 一 名 (我 们 有 《ayy) 一 0， 
男 一 方面 ,如 果 ge,7Y) 一 0, A(o,g(e)7) 一 0 那么 由 于 h(x,0) 
和 gtx) 开 素 则 有 gCx) 关 0。 因此 a 和 8 一 glo)7 渡 足 h(a,P) 
二 0， gta) 关 0 这 涪 明 (x,y) 一 4，g(x) 关 0 在 名 ?中 有 解 
(gs) 当 且 仪 当 (x,?) 一 0 在 外 中 有 解 ， 而 这 就 是 我 们 在 前 
面 所 处 理 的 情形 . 
9. 带 参 数 的 方程 ”如 果 我 们 想 反 上 一 节 所 给 出 的 方法 推广 到 
次 个 以 上 的 变量 ,我 们 就 会 租 到 抬 所 在 灾 数 除 两 个 外 都 作为 参数 ， 
市 且 去 探求 利用 此 方法 以 减少 符 量 的 个 数 。 这 就 导 乌 涛 察 包 全 做 
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数 的 多 项 式 ， 由 于 多 许 参 数 在 实际 域 中 取 任 意 一 个 值 ， 不 失 一 般 
性 可 设 多 项 式 的 系数 为 有 理 数 ， 和 和 了 且 ， 我 们 用 这 种 方 扰 所 得 到 的 
结果 无 例外 地 可 应 用 到 一 斌 实 闭 域 ， 并 能 用 它 建 立 一 个 属于 塔 尔 
斯 基 的 重要 原则 , 节 代 数 的 性 一 初等 命题 (必须 使 这 一 概念 更 为 精 
人 个 实 闭 域 正 确 , 那 么 它 对 所 有 的 实 峭 域 也 正确 。 处 理 这 毕 
癌 题 的 资 登 保 方法 之 主要 结果 是 下 述 的 

定理 站， 设 FOOSX,Y) E Ra (63x)E Ro 
[fi], 是 未 定 元 , Ro 为 有 理 数 磊 。 则 我 们 可 以 通 
过 有 限 步 决 定 一 个 多 项 式 对 有 限 集 【Pit Gi))，Fj€ Ro 
[7]，Gi€ Be] 7 一 1,2，"… 上 有 使得， 如果 多 是 任 一 个 实 闭 
域 , 则 ZE D(C1 之 i 过 7) 具有 以 下 性 质 : 

{21) F(Tisxrsy) = 0, GUriyx) EO, 
对 **?EH 荐 可 解 的 当 且 仅 当 对 下 中 的 z， 
(22) G(T) 0 和 Fri;x) = 0 
是 可 解 的 . 

此 定理 的 证 明 本 质 上 是 上 一 节 判 定 方法 的 形式 化 ， 我 们 首先 
考虑 茶 毕 必要 的 预备 沟 念 . 

我 们 将 称 * 元 组 (7;,fzs……* ,Tr) 的 集 POC; < 中) 为 参数 空 
间 ， 称 1 一 Rol1i] 的 有 限 子 集 对 ($54) 的 有 限 集 (1 一 1,2,-……, 太 ) 
为 一 个 有 理 梳 盖 , 如 来 对 任 一 个 特征 为 0 的 罗 ,8" 是 集 3 的 并 ， 
而 有 是 出 (jy2) 定 义 的 ， 即 $ 是 8 中 司 得 d(T;) 一 0, 46， 
区 zi 0, 1 后 的 元 ("的 集 ， 如 果 (57, 6) 7 一 1, 
(Bk) 名 一 1,"…… ,4 是 有 理 覆 盖 , 旭 (C67U BX， 0， 1 一 
1 … 8 一 19 也是， 相应 的 集 是 两 全 给 定 有 理 覆 盖 的 
交 。 我 们 将 称 此 入 为 两 个 有 表 甩 这 的 加 细 。 

我 们 知 洲 ,加 果 二 gx* 十 十 0， 如 一 Bwr” 十 -十 
qi Ro[t] a 天 0 by 天 0 #2 守则 我 们 有 一 个 唯一 确定 
的 带 余 除法 算 东 ， 可 得 出 一 个 偶数 。 宇 n 一 mw 十 1 和 RD x1] 
一 U4[x], 4 一 Ro[#] 上 守 的 一 个 商 式 呈 及 一 个 余 式 再 ,使 得 站 

= 0G 一 R, 其 中 degyR 到 degs:G。 这 可 推广 到 呈 二 器 或 己 一 和 
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的 情形 ,只 要 取 。 一 0，D 一 0，RR 一 一 R 就 行 了 。 与 多 项 式 对 
《FE ,G) 恨 联系 的 有 若干 个 一 般 欧 几 里 得 序列 Fo PP 它们 
是 由 下 述 规则 决定 的 ，Fe 和 F, 是 F 和 G&G 或 者 是 从 FF 和 G 分 别 
去 掉 开 头 的 一 些 项 而 得 到 的 。 因 上 比 二 apx? 十 … 十 www， 其 中 
0 和 果 本 一 0, 我 
们 取 5 一 0, 而 且 令 此 序列 仅 由 Fo 组 成 否则, 用 PF, 除 FF,, 而 
上 及 令 Pa 是 它 的 余 式 或 者 是 从 余 式 去 挤 开 头 的 一 些 项 的 一 个 多 项 
式 。 如 果 F, 一 0, 则 序列 到 F6,F 终止 ;否则 ,再 重复 此 过 程 . 剧 
然 ,由 于 对 每 个 Fi 公有 有 限 多 种 选择 ,此 过 程 经 过 有 限 步 后 必 中 
烃 ,我们 就 为 【BF，G) 得 到 了 有 限 多 个 一 般 欧 几 里 得 序列 E， 令 
D(4;x) 一 FP,(n;*) 是 序列 的 最 后 一 项 ， 则 DD 关 0, 除 非 Po 一 
已 一 0, 除了 这 种 情形 ， 我 们 可 肉 用 DD 除 F 和 GG 得 出 m(i)*F 一 
FDD — RD ml)G = GHD — SW, 其 中 mi) 是 DD 的 首 项 系 
数 , 。 和 +f 是 偶数 ,而 在 此 除法 中 得 到 的 商 式 是 F 中 ,GD， 余 式 是 
RY,SW，、 与 每 个 E 相 关联 的 是 _R[5] 的 子 集 对 (8(E), 4(E))， 
二 让 5(E) 是 在 形成 的 过 程 中 被 去 掉 的 项 之 系数 所 成 的 集 {有 即 
一 FE 和 G 一 G。 的 系数 )，4(E) 基 Pu 的 首 项 系数 的 集 ， 
现 设 多 是 任 一 个 特征 为 0 的 域 ，(751) EB 中 ， 并 设 fx) 一 
F(Tisr)，g(x) = G(Tj;*)， 易 知 存在 对 (F，G) 的 一 般 欧 几 里 得 
序列 旦 使 得 对 一 团 d& 8(E), 4 (77) 一 04， 对 一 切 i€ XE),， 有 
fr 关 0。 政 对 所 有 的 一 般 欧 几 里 得 序列 E, 对 (8(E), 4(E)) 
的 集 是 一 个 有 理 覆 访 .如 果 EE 关 于 (zj) 如 所 指出 的 奢 样 选 出 ， 则 
d(xw) 一 D(z;x) 是 fx) 和 g(x) 在 DB[x] 淮 的 最 高 公 因 式 ,而 且 如 
果 Di;x) 二 0, 我 们 有 多 项 式 Fi;x)，G(6;+) 使 得 sm(T)) 
fx) = d(x Fw), mr g(x) = 4 (Cx) gx), 其 中 fCx) 一 
Fr = GO(Fi;2) ;而 o(6) 是 Dl;*) 的 首 项 系数 . 
由 于 me) € 4(E), 我 们 有 mr 关 1。 
有 一 条 朋 显 的 途径 可 以 把 刚才 我 们 所 指出 的 程序 推广 到 任意 
有 限 多 个 多 项 式 的 集 。 我 们 还 将 需要 对 于 两 个 未 定 元 x*，y《 除 
4 以 外 ) 的 多 项 式 给 出 程序 ， 我 们 在 [x,y] 一 [4;x，Y] 中 与 
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Et 的 和 GC;x,Y) 于 始 , 半 把 x 看 成 是 4 中 的 一 个 . 关于 9 
多 带 余 除法 给 出 了 [i055x)F 一 06 一 R 其 中 deg, R 过 degyG， 
加 果 我 们 注意 到 对 dC03*) EE RoL#i;*] 的 一 个 关系 式 d{T.;7) 一 1 
等 价 于 对 于 et 的 所 有 系数 ditty) 有 (Ce 一 0 这 及 Ti; 
#) 六 0 ;xz) EE Ro [2 #]， 成 立 当 且 权 当 对 于 某 个 系数 i 有 
Ar 关 0, 就 知道 我 们 可 以 决定 一 个 有 理 覆 盖 {87,4) ,i 一 1,2， 
和 多 项 式 DiCii;x 7) 以 及 FPC;x7) GHCE;xsy}( 如 时 
Di 去 0) ,使 得 如 果 (7Ti) 是 着 由 (8;,40) 所 决定 的 子 集 55 内, 则 dtx， 
站 二 DAT;x 是 Hz) = FETSxG DA 8 ry) = Gtr )) 
在 名 C(O[ 妇 中 的 一 个 最 高 公 因 式 ， 而且， 可 玉 Dts;x，Y) 和， 
mt{z;r) 是 把 中 作为 ?的 多 项 式 的 首 项 系数 ,如 mm(x) 一 rm[ti;+) 

0 有 mr)Fr, py) — dr Nr) m{r)gtry) =— dlr,y) 
g(xsy) ,其 中 f(x,9) = FD(riyr,)), gx) = GPUre;x, 9). 
还 有 一 种 手法 是 我 们 所 需要 的 ， 它 将 皮 代 在 判定 法 中 选择 王 

中 元 7 的 步 晤 ，7 满足 ， 对 给 定 多 项 式 ftw) 关 0 有 17) 六 0. 
设 Fx) 二 Fotin)x? 十 十 Fen 其中 Re 天 0， 首先 
设 (fi) 在 Bm" 内 满足 Petri 垃 0。 如 果 我 们 记 起 站 $3 中 关于 给 


定 多 项 式 在 名 内 根 的 界 ,就 知道 一 (4 十 1) 十 > Fi: (ry Fo 

《ri 一 水 是 F(Ti;#) 的 根 ， 因 此 ， 和 如 果 我 们 令 9 0) 一 (9 十 1 
+-1 

Pet 十 3 Fa)，P(a) = Fa(1?, 则 对 一 切 满足 Refrr) 关 


0 的 {77) 有 P(ri) 关 0，8(ri) 天 0, 而且 一 9(70)P(r)"' 不 是 
F(T,37) 的 根 。 其 次 设 Petri) 一 0 并 对 Folzi) 后 的 第 一 个 不 为 
0 的 系数 Po 有 PNMz 和 0 则 我 们 可 以 用 ?代替 4 下 复 上 
述 讨 论 。 如 此 继 绪 下 去 就 得 到 一 个 有 理 刍 盖 (5;,4)， 1 一 1,2， 
-…， 8 使 得 对 于 人 《rm es 有 F(T; *#) 一 0， 疝 对 于 j 了 之 关 有 
Pi(f7)，Qil 上 ) 使 得 对 于 (Ti) ES 有 Pr 关 0，Gifr) 和 关 0 和 
F(z ORT)Pr) !) 0, 
现在 我 们 准备 给 出 
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定理 15 的 证 明 ”我 们 首先 注意 要 证 明定 理 只 要 给 出 一 个 将 
理 团 总 (名 :和 下 一 1 使 和 对 每 个 《， 可 了 确定 多 项 式 对 
Gel Roel] ,Felt}r) ERRo[53z 的 有 限 沼 具有 也 下 性 质 ， 如 
果 (77) ES436 是 由 (8 办) 所 定义 的 之 子 集 , 则 RUreyy 轨 
一 0，G(t; x) 关 0 在 @ 内 是 可 解 的 当 旦 信 当 下 列 条 件 之 一 入 
足 ，CGAT 站 天 0，BRiifs x) 二 0 在 瑟 中 是 可 解 的 ， 如 果 有 糙 情 


况 , 我 们 令 F(x) 二 FoGx 十 DD) dd) GE) 一 Gy 


pe 


C1) [7G)， 则 多 项 式 对 (FS (1;x)，6 训 (1)) 的 有 限 集 满足 定 


{EAs 
还 的 命题 中 多 项 式 对 (Fi;+),Gi(8)) 的 乐 所 满足 徇 条件 ， 
其 次 我 们 考虑 把 定理 由 一 对 条 件 FQ;r,7) 一 0,G(4;x) 关 0 简 
化 成 单一 条 件 F(ai;x， 人 一 0. 《这 对 应 于 上 一 节 讨 论 中 的 后 一 
半 的 内 容 ) .我 们 将 对 deg:F 用 归纳 法 ,而 且 注 意 到 阁下 不 包含 x 
则 此 结论 是 显然 的 。 这 时 我 们 可 以 取 Ra3z) 是 以 消 尖 的 x 车 代 
?而 得 到 的 多 项 式 , 并 取 GO 是 G01;x) 的 系数 的 平方 和 ，、， 现 设 
degs(o3rsy) 之 0， 并 地 关于 最 高 公 因 式 的 研究 用 到 Gtz;;x) 和 
Ft;*7) 中 的 方 窜 之 系数 上 去 。 于 是 ,得 到 一 个 有 理 奢 花 使 得 
对 此 覆盖 的 每 一 个 元 (5，74) 都 可 以 决定 有 有理 系 数 多 项 式 mo)， 
Drsx)s POR:ry)， GO x) 使 得 D(Cri;x) 是 G(z;x) 和 
Fz;x,7) 中 7 项 系数 的 最 高 公 因 式 ; 而 wm 人 7T,) 并 0， 

m(r) Rs] = Drsr) FFD; ry), 
mT) G(r) = Draxr) GH (ri; x) 

对 让 (8,4) 定 义 的 集 5 中 的 所 有 的 (5) 成 立 ， 我们 可 以 在 集 5 中 
用 一 对 Ft，GODC6;x) 代 昔 Fiz， 办 ，G (G37), 因此 
如 案 degsF < dcgr 就 可 以 用 归纳 法 了 ， 放 可 设 所 指出 的 次 数 
相等 ,这 沪 味 着 有 degxD 一 0, 则 Di; x) 二 m(1)，G (ri;x) 和 
(Tt;x，y) 的 系数 蕊 素 ， 于 是 令 TQa;) 是 F(a;x, 和 0x 十 
G(x) 关于 x* 的 结 式 , 故 对 于 所 有 的 (7i) 5 有 7T(r 四 关 0， 
并 通过 有 理 材 盖 的 如 细 还 可 以 设 我 们 能 找到 P(1) ,0(4) € Ro #4] 
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使 得 对 {r)c3 有 Pr #0, 0(r) #0, 和 了 (rs 0 tr,) 
Prt 天 0， 我 们 用 本 (xy 让 一 PUTPUGS x 十 O00) 
PtD) 代 藉 F(x 其 中 一 degy FE) H(i;x,y) 和 
Crpz) 关 于 z 的 结 式 有 形式 PO) 了 (fy 十 中 CD)P{o 中, 而且 
对 于 (7T,)€ 85,y 一 0, 它 是 不 等 于 0 的 . 由 此 得 Htri;x,y) 一 0， 
Gri3x) 天 0 在 旬 内 可 解 当 且 仅 当 K(Ti;*,7) 一 0 在 业内 可 和 解 ， 
这 里 Kti;7z)7) 一 Hayx, GU DO 人。 

现在 我 们 考察 单独 一 个 方程 Rir， 稚 一 0。 通 过 苍 察 开 
中 ?y 的 方 宕 之 系数 的 最 高 公 因 式 ， 我 们 可 以 把 研究 简化 为 研究 由 
一 个 有 理 覆 盖 所 定义 的 子 集 和 多 项 式 Flr;x,y) 使 得 对 (7,) € 
5 {Tax 7) 不 能 被 * 的 正 次 数 多 项 式 所 整除 ， 下 面 ,我 们 考虑 下 


和 8 的 最 商 公 天 式 ， 而 且 在 加 组 之 后 ， 可 以 假设 确定 了 有 理 系数 


多 二 (Dr 7 Fa 使 得 Dlv;x,9) 是 Flv; 
z+， 们 和 EA F{rir ;和 住 名 (x)[yj 中 的 一 个 最 高 公国 式 , wri; 


*) 0 和 mtr re) 有 it 9) = DDSrp) Flri;r, ?出 
F(Ti;x;) 没 有 合 > 的 正 次 数 的 重 因 式 ， 而 且 F 和 FF 在 省 [x+,y] 
中 有 和 相同 的 含 3 的 正 次 数 不 可 约 固 式 ， 我 们 还 可 以 决定 (4)， 
L(tnsx), Fl ;x 7) 人 使 得 R(T F(T ry) = LETisx) Flrisx, 
从; 其 中 F(z;#;7) 椒 能 被 含 * 的 正 次 数 多 项 式 所 整除 ， 则 显然 
可 雇用 F 代替 FF, 而 其 可 以 设 对 (Tf) E58 时 F(T,;x,y) 没有 
全” 的 正 次 数 的 重 因 式 和 没有 单独 一 个 3》 的 正 次 数 的 因 式 ， 则 


P(r;rs) 和 3 Flri;xs 没 有 正 次 数 的 公 因 式 . 令 G(s ec;z,) 


一 /一 (x 一人, 其中。 是 另外 的 未 定 元 ,并 没 RCssc;x) 
让 Dy 


是 Gejay 科 和 Ft4;x，Y) 关于 3 的 结 式 。 则 我 们 如 同 证 虹 
判定 潜 一 样 可 峻 证 明 RCri,e;x) 过 0. 通过 把 有 理 覆 盖 加 细 , 我 们 
可 以 得 到 PC)，0Q) EE Rin] 使 得 了 {ri) 冯 0, 0 (rr) 0， 
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Rtr，G(r Pr xz) 关 0。 如果 我 们 用 Ge3 x#, 7) 三 让 (4) 
G5900DPU ;x9 代替 GCs,cixs 力 ,可 以 看 出 F(a *，) 
和 G(s;x,y) 关 于 3 的 结 式 RGzi; x) 对 于 (5) EE5 有 R(Ti; *) 
天 0， 与 前 面 一 样 ,我 们 也 能 证 明 F 放 避 关 于 x 的 结 式 801; 人 站 满 
足 Q(T;7) 了 去 9， 证 明 剩 下 的 部 分 只 要 洛 着 判定 法 自身 的 线索 就 
可 以 完成 ,我 们 把 它 留 给 读者 ， 

加. 广义 斯 图 姆 定理 : 应 用 ”现在 我 们 可 以 证 明 下 述 的 斯 图 
姆 定理 的 推广 , 它 是 属于 塔 尔 斯 基 的 ， 

定理 16， 设 PP 是 多 项 式 方 程 和 不 等 式 的 有 限 集 ,这 些 多 项 式 
方程 和 不 等 式 的 形式 如 Fig gia 一 0 Ge 
tr) 天 0 或 者 Ha yx ea 之 0, 其 中 了 了,G， 
HE RL zr]。 则 经 过 有 限 步 就 可 以 决定 仅 关于 大 
数 的 有 租 同 交 型 的 多 项 式 方程 和 不 等 式 之 有 限 集 四 的 一 个 
有 限 集 族 使 得 ， 如 果 下 是 尾 一 实 闭 域 。 则 集 P 对 旬 中 的 诸 *， 对 
一 TV (1 迄 i 近 +) 有 解 当 且 仅 当 7; 满足 某 一 全 加 的 所 有 条 
件 


证 ,我 和 们 首先 证 明 可 以 简 伐 组 外 为 形 如 Ft; 2 一 0 的 单 
一 方程 ,其 中 诸 * 的 个 数 可 以 增加 : 首先 ,显然 有 不 等 式 G 夫 0 等 
价 了 于 Gz >> 0， 其 次 , 我 们 可 用 等 价 方程 六 一 1 一 0 懂 替 不 等 
式 召 >0, 而 # 基 另 一 个 未 定 元 。 最 后 可 以 用 单一 方程 Fi 一 
0 伐 奉 一 系列 方程 Fi 一 0。 这 些 考察 表明 我 们 可 以 把 PP 取 为 -一 
个 昔 -- 方 程 Ra3zi 一 0。 首先 我 们 对 的 个 数 = 出 扫 纳 基 证 明 
能 决定 有 限 多 个 形 如 Pa z 一 0。，Ga(t) 关 0 的 方程 集 使 得 
集 ryri TisTi EE 五 ， 有 性 质 : FlTi;#y) 一 0 对 于 诸 * 在 由 中 
是 可 解 的 当 且 仅 当 对 某 个 Ga( 蕊 ) 隆 0 和 Filri;*) 一 0 在 全 
中 是 可 解 的 ， 对 于 7 一 1 这 是 显然 的 , 而 对 于 #* 一 2 则 是 定理 15 
的 一 个 推论 ,假设 对 ”一 上 兰 2 定 理 成 立 . 然后 把 xs 作为 一 个 参 
数 就 可 以 断定 能 找到 有 限 多 个 有 理 系 狐 允 项 式 对 (了 et xn; *)， 
Gutoyxrn) 使 得 ,如 果 机 55 史册 FOESR na) 一作 
对 下 x xa 宇 玫 内 是 可 解 的 当 生 仪 当 对 某 个 ,Gi(Tis) 
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天 和 和 Fi(rn， so 站 一 0 在 和 中 是 可 解 的 ， 由 定理 二 ,对 每 个 
下 能 找到 有 埋 系 散 多 质 式 对 【Pitesz) Go) 的 一 个 有 限 集 
使 得 Pa(riz3y) 一 0，Gu(rniz) 到 0 在 和 中 是 可 解 的 当 且 仅 当 
对 某 个 7 有 Gufri) 关 0 和 Faret) 一 0 在 昌 中 是 可 解 的 。 由 
此 得 多 顶 式 对 《Faikeixz)yGufo) 满足 对 FUair sru) 所 要 
求 的 条 件 ， 现 把 这 些 多 项 式 记 为 《Fi(as x)，G,(11))， 对 于 每 个 
Foix)。 由 87 中 所 考虑 过 的 斯 疼 姆 定理 的 变形 表明 能 找到 一 个 
含 #i 的 有 理 系 数 多 项 式 方程 和 不等式 的 有 限 集 使 得 它们 被 # 一 
ri 加 满足 当 且 仅 当 Fi(r zy) 在 多 中 是 可 解 的 。 邵 黑 我 们 把 不 
等 式 Gi(r) 关 0 加 划 每 个 集 上 就 得 到 满足 定理 要 求 的 集 由 

现 设 有 有 了 章 系 数 方程 和 不 等 式 组 ， 它 在 一 个 实 闭 域 $B， 中 有 
解 .显然 我 们 可 以 引进 参数 并 把 我 们 的 断言 改换 为 : 某 个 带 有 参数 
的 有 理 系 数 的 方程 和 不 等 式 组 对 于 参数 的 某 具 有理 数值 在 外 中 有 
解 。 则 让 定理 16 得 到 ， 这些 有 理 数值 满足 一 个 有 理 方程 和 不 等 式 
的 某 一 确定 集 ， 到 此 ,如 果 且 是 任 一 其 它 实 闭 域 ,我 们 可 以 再 应 用 
定理 16 倒 推 回去 得 到 ， 原 来 的 方程 和 不 等 式 组 在 名 中 有 人 解 ， 

再 说 ,假设 我 们 有 一 个 含 参数 的 有 理 系数 方程 和 不 等 式 组 ,并 
设 血 为 一 个 实 闭 域 ， 此 方程 和 不 等 式 组 对 参数 在 本 中 任意 选 定 
的 值 在 & 内 是 有 解 的 ， 则 我 们 从 定理 16 得 到 这 等 价 于 下 述 命 
题 : ”对 参数 在 多 , 中 取 值 的 每 个 集 雹 满足 方程 和 不 等 式 有 限 集 的 
一 个 确定 的 有 限 集 族 。 易 知 这 可 能 转化 为 下 述 的 等 价 命题 :对 于 
参数 ,有 了 理 方程 和 不 等 式 有 限 集 的 任 一 另外 的 有 限 集 族 在 @ 中 没 
有 解 ， 前 面 的 结果 表明 这 一 点 对 每 个 实 闭 域 均 成 立 ， 因 此 我 们 看 
出 原来 的 方程 和 不 等 式 组 对 参数 在 名 中 的 任意 选 定 的 值 都 在 甸 中 
有 解 ,其 中 全 为 任意 的 实 闭 域 . 

现在 我 们 将 考虑 这 些 结果 对 可 除 代 数 一 个 重要 定理 的 应 用， 

很 义 以 前 ,在 发 现实 闭 域 以 前 , 弗 罗 风 尼 乌 斯 证 明了 下 述 定 理 ; 
实数 咸 R 上 的 有 限 维 可 除 代数 只 能 是 ; (1) RR 自身 ,(2)R(V 一 站 ， 
{3) RR 上 的 哈密 报 四 元 数 代 数 。 此 定理 的 已 知 的 诸 证 明 都 是 代数 
的 并 对 任意 实 闭 域 给 出 相同 的 结束 ， 此 定 埋 的 初等 证 明 读者 可 参 
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者 狱 克 各 的 & 伐 数 台 它们 的 算术 放 ( Algebras and Their 和 rithmetiecs >， 
P.562。 现 在 我 们 去 掉 结合 性 的 假设 (此 假设 在 本 书 中 是 一 贯 的 ) 而 
考虑 非 结合 代数 .这些 代 数 定 交 为 基 域 多 上 的 一 个 问 晨 空间 ， 在 
其 中 定义 了 乘法 xy 满足 分 配 律 并 有 规则 a (xy) 一 (tar)}y = 
x{oy)，wE 下 这 样 一 个 有 限 维 代 数 称 为 可 除 代 数 ， 如 果 它 没有 
零 因子 ; 在 此 代数 中 。 由 好 一 0 推出 < 一 0 或 者 一 0 除 上 
述 的 例子 外 ， 另 一 个 非 结合 可 除 代 数 的 重要 例子 是 八 元 数 的 八 维 
代数 ， 它 是 由 凯利 〔Gaytey) 和 格 利 弗 〈《Grave) 发 现 的 ， 实 数 的 
域 上 已 知 的 有 限 维 非 结 合 可 除 代 数 的 例子 有 1,2,4 和 3 维 的 ， 长 
期 以 来 猜想 这 些 就 是 仪 有 可 能 的 维 数 ， 而 此 点 最 终 被 波 蒂 (Bott) 
和 米尔 诺 (Milnor) 用 深刻 的 据 扑 思想 记 证 实 ， 想 把 此 证 明和 转移 
到 实 闭 域 的 情形 将 会 十 分 困难 . 而且, 这 也 是 不 必要 的 ,因为 可 以 
十 分 容易 地 从 对 实数 域 的 有 效 性 得 到 对 任意 实 闭 域 和 的 相应 结果 . 
假定 对 实数 域 得 到 波 蒂 和 米尔 诺 的 结果 ,我 们 将 证 明 如 果 上 关 I， 
2,4,8,00, 而 是 一 个 实 闭 域 , 则 木 存 在 多 上 的 * 维 非 结 合 可 除 代 
数 。 为 证 明 这 点 ， 设 菇 是 于 上 的 一 个 非 结 合 的 代数 , 在 上 有 其 
(8 并 设 中 Yi 芷 台 如 果 * 一 
i 岂 射 了 一 zy 在 关中 是 线性 的 ， 它 关于 某 (mm 


… za 的 证 阵 是 《pt ;而 mi 一 之 5iYi4。 使 得 zy 一 0 的 > 


关 0 的 存在 等 价 和 于 y -> xy 是 一 个 奇异 的 线性 变换 ， 而 这 种 情形 
成 立 当 且 仅 当 FCY,; 5) 三 det(pix) 一 0， 为 了 证 明 4 不 是 一 
个 可 除 代数 我 们 必须 证 明 ， 存 在 一 个 + 天 0 使 得 F(Yix; 57) 一 
0. 主 是 可 看 出 ,我们 的 断言 等 从 于; 设 Flnasri) 一 det( Di 区 二 所) 
它 可 看 作为 未 定 元 win。x; 的 有 至 系数 多 项 式 ， 则 对 - 急 的 取 尝 
I 7， 多项式 和 不 等 式 组 FRI7iiz 一 0， 盖 寻 关 0 在 
全 中 有 解 和 一 5， 于 是 由 波 蒂 -米尔 诺 定理 ,此 点 对 实数 域 0 二 
R 是 成 立 的 ， 故 我 们 的 结果 状 明 对 每 个 实 闭 域 它 也 是 成 立 的 ， 
相同 类 型 的 另外 例子 是 惟 善 夫 (Hopf》 的 一 个 定理 ， 它 论述 
实 非 结合 交换 可 除 代数 的 有 限 维 数 只 能 是 4 一 1,2. 内 的 交换 性 
05。 


辩 价 于 条 件 ， 对 一 切 i， 7 有 Yi 一 Yi。 多 此 在 上 述 的 讨论 中 。 
对 于 ; 挟 7; 我 们 考虑 来 定 元 6 而 对 于 > 守则 规定 zs 一 4. 
这 样 一 来 det( 对 xiwit) 是 一 个 含 未 定 元 an 之 站 的 有 理 示 数 多 
项 式 ， 剩 下 的 讨论 可 以 照搬 过 来 并 可 证 明 替 普 夫 定 更 对 . 盯 有 实 闭 
域 鬼 有效 . 

有 一 个 一 般 的 可 用 上 述 方法 处 理 的 有 关 实 奢 域 的 命 卉 类 ， 它 
们 就 是 所 谓 的 代数 初等 语句 .我 们 并 不 打算 给 出 它们 的 精确 定义 ， 
而 是 给 读者 去 参考 文献 ( 见 本 章 参考 书目 )。 我 们 已 经 考 起 的 结果 
其 实 是 下 述 塔 尔 斯 基 一 般 原则 的 特殊 情况 ， 任 一 代数 的 初等 语句 
或 者 对 一 切实 闭 域 是 真 的 或 者 对 一 切实 闭 域 是 假 的 . 


习 题 53 

1,. 妃 定 这 个 靖 果 对 实数 域 感 立 ,证 朋 : 名 单 中 是 芷 一 个 实 闭 域 ， 疡 人 ee 9 Ye 一 
各 (Crys tn) 一 四 其 中 请 FE 于 [x49 9xn]3 有 解 x 二 者, E& 下 > 则 它 有 一 个 最 
菲 近 原 点 的 解 ， 

z. 对 特征 为 0 的 代数 闭 坡 旬 和 方程 Fis 三 31 az) 一 0 不 等 式 加 Cs 
tr3 Tis) 的 有 限 上 集 , 其 中 Fy € lt ;x}]s 证 明定 理 16 的 类 比 , 《提示 ; 此 定 
理 的 一 个 篇 音 证 明定 以 建立 在 一 般 欧 几 上 毕 得 序列 和 下 述 简 单 的 思 半 塔 尔 斯 基 的 想法 ， 
如 时 并 x)y8Cx》€ 硬 [x] 和 degrf 0 degg 守 0 则 天 x》 二 glx) 下 0 在 由 中 有 解 
当 且 仅 当 所 =) 不 是 glx 的 一 个 因 式 》. 

3. 衣 过 将 相应 的 站 果 推 广 到 下 [6 +] Cp 宇 TiCp)》 的 一 般 欧 几 里 得 友 列 ， 证明 第 
2 租 的 结论 对 特征 产 所 0 的 更 仍 有 将 ， 

11. 实 闭 络 的 阿 廷 - 施 莱 尔 肇 划 “我们 将 证 了 明 属 于 阿 芷 和 施 菜 
尔 的 关于 实 团 壮 的 一 个 省 亮 刘 总 来 结束 对 实 闭 域 的 讨论 。 我 们 知 
道 ， 如 泉 四 是 一 个 不 含 W 一 1 的 域 而 本 (一 1) 是 代数 闭 的 , 则 旬 
是 实 闭 的 (定理 6)， 现 在 我 们 要 证 明 

定理 17. 设 Q 是 一 个 代数 闭 域 ， 省 是 日 的 一 个 真子 域 , 它 在 
9 中 是 有 限 余 维 的 , 则 多 是 实 闭 的 和 9 一 $V 一 1). 

证 设 中 一 站 (WY 一 1)S8， 如 果 能 证 明 多 一 &, 则 由 引用 
的 结论 就 可 推出 定理 17， 因 此 设 8DB， 令 EE 是 外 的 一 个 代数 
扩张 , 则 EB 是 同 构 于 由 上 避 的 一 个 子 域 , 夏 [E: $'] 扫 [8:6], 
故 更 的 诸 代数 扩张 的 维 数 都 是 有 界 的 ， 由 此 得 于 是 完全 的 , 否 
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则 此 特征 为 p 到 9， 并 存在 有 各 水 是 ?次 备 。 则 对 每 个 。 之 
0，xP 一 8 在 [x] 中 是 不 可 约 的 ($1.6, 习 题 的 第 1 题 )， 这 就 
给 出 了 9 工 的 -个 pr 维 的 代数 扩张 ， 由 于 。 是 任意 的 ,这 与 我 
们 已 证 险 的 结论 弟 捕 ， 因 此 8 是 完全 的 而 2 在 8 上 是 可 分 的 
由 于 是 代数 闭 城 , 故 它 在 9 上 是 伽 罗 无 的 ;而且 因为 0 力 @'， 
所 以 它 存 史上 的 仰 罗 再 群 6 去 1, 因 此 G 会 有 一 个 迷 数 4 阶 的 
循环 子 群 ,于 是 存在 子 城 £8’ 使 得 2 在 上 是 4 维特 环 的 ， 由 
于 @ 是 王 的 一 个 代数 闭 包 和 [0:E] 一 4, 显然 2 和 EE 是 电 的 仅 有 
的 代数 扩张 。 直 此 可 知 虽 的 特征 不 是 4， 否则 、2 是 的 循环 4 
扩张， 而 由 的 这 样 一 个 扩张 的 存在 推出 对 每 个 wm,，E 的 循环 
g 扩张 的 存在 (定理 3.16)。 这 种 情况 已 被 排除 ， 政 其 特征 不 是 
4， 册 此 得 代数 闭 域 有 9 个 不 局 的 单位 根 。 由 于 这 些 是 (x 一 1) 
(ze 十 ve 二 .… 十 1) 的 注 , 而 且 因 为 [x] 中 不 可 约 多 项 式 
的 次 数 为 1 或 9， 改 1 的 所 有 9 次 根 均 会 于 玉 中 ， 因 为 2 是 E 上 
循环 9 维 的 , 故 2 一 下 (9 ), 其 中 ce 8, 且 在 下 中 不 是 一 个 4 


站 


日 


次 宕 (定理 2.3]， 考虑 多 项 式 g(x) 一 四 (x* 一 5p)， 其 中 5 是 本 


原 次 单位 根 ,而 o。 是 0 中 使 得 om = o 的 一 个 元 ， 由 于 由 包含 
关系 tipE EE 可 淮 出 EE 包 含 一 个 元 (5ip)? 一 8 使 得 pr 二 cy 我 
们 看 出 没有 tip < EE。 因为 g(x) 一 zz 一 ae E[x],、 于 是 它 在 
ELx] 内 的 序 有 不 可 约 因 式 都 是 4 次 的 ， 如 时 8 是 一 个 不 可 约 因 
式 的 常数 项 , 则 8 一 pr, 其 中 7 是 5 了 的 方 究 ， 因 为 (p')? 一 a, 而 
有 OE/oa), WM pgE, O~E(p)— E(pp’) — Ey). 
由 于 包含 一 其 # 次 单位 根 ， 因 此 可 看 出 1 是 一 个 术 原 中 次 单 
位 根 . 设 B, 是 2 的 索 域 ,并 考 虚 2 的 子 域 硬 (1)， 加 果 人 是 有 
理 数 域 R,, 则 9 次 单位 根 的 域 的 维 数 是 pt9) (定理 3.2), 而 且 
gofg) 随 * 一 起 趋 于 无 穷 ， 如 果 名 有 特征 P 关 9, 则 在 人 上 
次 单位 根 的 域 至 少 包 售 Y 个 元 ， 故 此 城 在 本 上 的 颖 数 趋 于 无 
穷 。 于 是 在 任何 情形 下 都 存在 一 个 正 整 数 * 使 得 $B) 包 信 一 个 
本 原 9 次 单位 根 而 不 是 本 原 8 次 单位 良 ， 因为 1 是 一 个 本 
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9 次 单位 报 ; 则 + 室 2， 域 昌 含有 一 个 本 原 4 次 单位 根 , 避 
加 [说 &， 令 有 (x) 是 5 在 EE 上 的 最 小 多 项 式 . 由 下 n&E, EB, 


那么 degh(w) 一 4. 区 4 人 是 x” 一 1 一 了 [ (一 二 ) 的 一 个 


因 式 , 则 #(x) 的 系数 是 包含 在 BE) 中 ;因此 他 们 合 了 域 二 @(E) 
ME 中 。 由 此 得 出 [名 (8):T] 一 49， 其 次 ， 考 虑 路) 的 于 域 
T 一 (7), 7 一 59， 显然 7 是 一 个 本 原 4 次 单位 根 ， 那 么 六 
合 有 4 个 不 同 的 《次 单位 根 。 另 一 方面 (5) 一 T'(5)， 其 中 
一 了 ET', 则 (8) 一 了 或 者 (5) 是 T” 上 4 维特 环 扩张 . 
如 果 P(E) 一 开 一 Bo(7), 因 为 名 (mw) 包含 一 切 F 次 单位 根 ,我 
们 有 Bt) 己 @(n)， 则 名 ( 们 包含 去; 而 二 为 -- 个 本 原 9 次 音 
位 根 ， 这 与 假定 和 矛盾 ， 因 此 我 们 得 到 [加 人): 7'] 一 9。 于 是 
六 闫 了 T， 否 则 ,TT 包含 一 个 本 原 多 次 单位 根 : 那 么 了 各 已 包含 1， 
这 与 2 一 (W) 习 B 了 矛盾， 因此 ,我 们 证 明了 在 素 域 上 的 dt 次 
单位 往 的 域 @() 包 含 两 个 不 同 的 子 域 T 和 了 T,B(5) 在 它 科 上 的 
维 数 为 《。 由 此 得 Wl5) 在 上 的 伽 罗 瓦 域 不 是 循环 的 。 由 
$1.13 的 引 举 1 和 定理 3.5， 这 只 有 在 特征 为 0 且 4 一 2 时 才 会 出 
现 . 所 以 前 面 考虑 的 9 是 一 个 本 原 4 次 (4, 而 9 一 2) 单位 根 ， 
男 一 方面 , 户 包 含 $!, 它 包 合 V 一 1, 而 这 是 一 个 本 原 4 次 单位 根 ， 
因此 我 们 有 2 一 E(w) 一 ,与 9 已 和 荔 盾 . 此 矛盾 表明 2 一 
P(t VY 一 1) 一 8 而 有 名 是 实 团 咸 . 
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性 域 ; padic 数 域 和 家 限 感 都 不 是 )。 5. 朗 格 (Lang) 的 书 
CDiophantine Geomeliry 小 纽约 ， 1962, 第 八 音 ) 讨 论 了 这 一 定理 及 其 
与 傣 罗 到 理 论 的 关系 ， 

方程 的 古典 谷 罗 瓦 理论 的 一 个 有 趣 的 方面 荐 形式 问题 的 克 莱 
因 (K, Lein) 理论 ， 此 间 题 从 代数 的 观点 ,特别 基 从 交 丸 乘积 出 
发 的 发 展 是 属于 RR. 布 劳 尔 (Brauer) 的 (Math, Annalen, Vol, 
110(41934)，Pp，437 一 500)。 这 篇 文章 给 出 了 关于 这 个 内 容 的 经 
典 工 作 的 参考 材料 . 

对 于 方程 的 佑 罗 瓦 理论 的 一 般 参考 书 是 切 波 塔 略 夫 《Tse- 
hebotariw} 的 《Grundziige der Galoitschen Theorie, Groningeny, 
1950《 贱 Schwerdtfeger 译 自 心 交 )， 

第 三 意 DD, 及 . 哈 利 阴 已 给 出 交换 扩张 域 的 一 般 理 论 (Trans， 
A. M. 8., Vol. 106(1963), pp, 230-—235)., 

第 四 章 ”本 章 的 某 些 较 深 入 的 结果 已 发 展 到 为 汪 足 代数 几何 
的 露 刘 服务 。 对 于 这 些 内 容 的 详 系 读者 可 以 参阅 5S. 朗 格 的 
ntroduction ta AAlgebraic Geometry》 1958, 或 者 A. 韦 尔 (Weil} 
的 Foundations of Mlgebraic Geometry», A, M, S. Colloqguinm, 
Vol.29，Providence，1946 年 第 -- 版 ,1962 年 第 二 版 . 

第 五 章 ”要 继续 钻研 本 章 的 主要 课题 可 以 沿 着 若干 方向 进 
行 ， 首 先 ,我 们 可 以 研究 赋值 的 一 般 理论 ， 可 参考 沙 利 斯 基 - 萨 姓 
多 【zariski-Samaal) 和 的 《Commutative Algebra》 之 卷 HI， 第 六 童 
【Van Nostrand 有 限 公 司 ，Princeton，19601)。 第 二 ， 这 一 章 导 致 
了 数 域 和 一 个 变量 的 代数 函数 壤 的 算术 理论 ,为 此 ,读者 可 以 参考 
车 伐 利 (Chevaley) 的 书 《Algebraic Functions of One Variahle》 
《Princeton，19610 , 阿 迁 的 书 &Theory of Aigebraic Numbers»》 (G6- 
tingen，1959) 及 E. 怀 斯 (Weiss) 的 书 《Aigebraic Number 
Theory》(New York，1963)， 在 研究 了 第 五 章 以 后 。 我 们 可 以 继 
绽 外 研 的 第 三 个 方向 是 局 部 类 域 论 。 对 此 ， 读 考 可 以 参考 塞 电 
{Serre) FB 《Corps Locauxy (Paris, 1962), 

第 六 章 ”最 初 的 阿 廷 - 施 菜 尔 理 论 出 现在 隔 延 相 施 亲人 尔 的 六 
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章 中 以 及 阿 娃 在 《Hambure Abhanqy (Yol. 5，1927)】 让 的 工作 ， 
我 们 的 斤 述 与 这 些 文章 比较 察 近 ，。 赛 登 侈 的 工作 见 寺 Annals of 
Math.，Vol. 50(1954)，pp，365 一 374。， 此 文中 还 有 堪 尔 斯 要 不 更 
的 命题 ;当做 。 也 有 关于 塔 尔 斯 基 较 旱 的 文章 参考 材料 。 本 章 的 大 
部 分 内 容 可 以 作为 数理 逻辑 的 一 部 分 ,更 确切 些 , 可 作为 模型 论 的 
一 个 方面 来 展开 。 读者 可 以 参考 A. 罗 宣 吉 【Robinson) 的 书 
《Model Theery》 【Amstetdam，1963)， 特 别 是 第 八 章 ， 这 本 书 也 
给 出 了 参考 文献 . 
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1 2 . ”扩张 定理 的 应 用 : 希 尔 伯 特需 点 定理 
1 3 . ”扩张 定理 的 应 用 : 整 闭 包 
1 4 . ”完备 域 的 有 限 维 扩张 
1 5 . ” 实 赋 值 在 有 限 维 扩张 域 上 的 扩张 
1 6 . ”分 歧 指 数 与 剩余 次 数 
第 六 章 ” 阿 迁 - 施 莱 尔 Artin-Schreier) 理论 
1 . ”有 序 域 与 形式 实 域 
2 .，” 实 闭 域 
3 . ”斯 图 姆 ( St ur m) 定理 
4 . ”有 序 域 的 实 闭 包 
5 . 实 代 数 数 
6 . ”正定 有 理 函 数 
7 . ”斯 图 姆 定理 的 形式 化 。 结 式 
8 .代数 曲线 的 判定 法 
9 . ” 带 参 数 的 方程 
1 0 . ”广义 斯 图 姆 定理 。 应 用 
1 1 . ” 实 闭 域 的 阿 廷 - 施 莱 尔 刻 划 
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